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第 一 章 ”运动 稳定 性 理论 基础 
$1. fa] BE d $5 1H 


运动 系统 的 稳定 狂 的 研究 是 自然 科学 与 工程 技术 中 很 受 人 们 
关心 的 问题 。 经 典 的 例子 是 太阳 系 的 稳定 性 , 旋转 流体 所 构成 的 
星球 的 稳定 性 等 等 .近年 来 关于 运动 稳定 性 的 理论 在 世界 各 国都 
引起 了 极 大 的 兴趣 . 这 个 由 著名 学 者 A M. 李 雅 普 诺 夫 UTanynos) 
在 上 一 世纪 九 十 年 代 所 开创 的 理论 ,在 物理 科学 和 工程 技术 的 各 
个 部 门 都 获得 了 广泛 的 应 用 . 

按 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 运动 稳定 性 理论 ， 研 究 的 是 干扰 性 因 
索 对 于 物质 系统 运动 的 影响 。 所 谓 干 扰 性 因素 , 应 理解 为 那些 在 
描述 运动 时 由 于 与 基本 力 相 比较 甚 小 而 未 曾 加 以 雾 塌 的 力 。 这些 
力 通常 是 不 确切 知道 的 . 它们 可 忆 是 瞬时 的 作用 , 因而 引起 物质 
系统 初始 状态 的 微小 的 变化 . 

众 所 局 知 ,微小 的 干扰 因素 对 于 物质 系统 运动 的 影响 ,对 于 不 
同 的 运动 来 说 是 不 一 样 的 。 对 于 一 些 运动 ,这 种 影响 并 不 显著 , 因 
而 受 于 抗 的 运动 与 不 受 干扰 的 运动 差 得 很 少 。 反之 , 对 于 另外 其 
些 运动 ,干扰 的 影响 就 可 能 很 显著 , 以 致 无 论 干扰 的 力 多 么 小 , Bl 
着 时 间 的 发 展 , 受 于 扰 的 运动 与 不 受 于 扰 的 运动 可 能 柱 差 得 很 多 . 
简单 说 来 属于 第 一 类 的 运动 称 为 是 稳定 的 ; 而 第 二 类 运动 则 称 为 
是 不 稳定 的 .研究 运动 稳定 性 理论 就 是 从 事 于 建立 一 些 准 则 ， 用 
以 判断 所 考察 的 运动 是 稳定 的 还 是 不 稳定 的 。 因 为 在 实际 情况 中 
干扰 的 因素 总 是 不 可 避免 地 存在 着 的 ,所 以 ,运动 稳定 性 的 问题 就 
有 其 重要 的 理论 和 实际 的 意义 。 这 也 是 近年 来 稳定 性 理论 茵 勃发 
展 的 原因 。 


稳定 性 这 个 词 的 意义 起 始 于 力学 ， 它 刻 划 了 一 个 出 体 运动 的 
平衡 状态 。 通常 说 这 个 平衡 态 是 稳定 的 , 就 是 说 出 你 在 受到 干扰 
力 的 作用 从 原来 位 置 微微 移动 后 , 仍 回 到 它 原 来 的 位 置 ; 反之 , È 
趋 寺 一 新 位 置 , 这 时 我 们 就 说 平衡 态 是 不 稳定 的 ， 最 显著 的 一 个 
例子 , 就 是 单 摆 , 它 的 一 端 固 定 于 某 一 点 , 另 一 - 端 受 重力 的 作用 . 


一 
R 
~ 
SS 


"mi 图 2 
当 大 定点 位 于 所 的 重心 之 上 时 , 单 摆 的 平衡 态 是 稳定 的 ( 见 殴 1): 
当 固定 点 位 于 重心 之 下 时 , 单 摆 的 平衡 态 是 不 稳定 的 ( 见 图 2). 从 
上 面 我 们 所 引进 的 平衡 态 的 稳定 性 或 不 稳定 竹 的 概念 ， 可 以 看 出 
BIA AERE: 

1) 关于 平衡 态 的 稳定 或 不 稳定 ,是 根据 在 平衡 位 置 附近 所 发 
生 的 运动 的 性 质 米 判断 的 . 

2) 对 于 稳定 的 平衡 ,只 要 适当 地 选择 系统 伯 离 平衡 位 置 的 初 
始 值 和 初速 度 。 就 可 以 使 系统 对 平衡 位 置 的 偏离 和 运动 速度 总 是 
小 二 任何 事先 给 定 的 数值 。 如 果 单打 的 重心 位 于 固定 点 之 下 , 单 
摆 在 平衡 态 附 近 的 运动 就 具有 上 述 稳 定 的 性 质 。 而 在 图 2 所 表示 
的 情况 下 ,平衡 态 总 是 不 稳定 的 ,因为 无 沦 怎 样 选择 运动 的 初始 条 
件 ,都 不 可 能 使 单 拓 对 平衡 位 置 的 偏离 小 于 某 个 预先 给 定 的 数 信 . 

运动 稳定 性 的 概念 力 是 平衡 态 稳定 性 概念 的 直接 推广 . 

假定 我 们 考虑 的 动力 系统 可 以 用 下 列 微分 方程 组 米 描 述 : 

Ym) GeL ea), 02) 
Ruf y, 是 某 些 与 运动 有 关 的 参数 ,例如 华 标 ,速度 , 或 者 -- 般 地 是 
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x id n XC Ee og E. : 

考虑 这 个 系统 的 任何 特 原 运动 ， 它 对 应 于 (1.1) 的 某 个 特 解 
ye = LG) G = 1,2, ,2), 我 们 称 这 个 运 劲 是 末 受 干扰 的 , 以 
区 别 于 这 个 系统 的 其 它 那 些 我 们 称 为 受 干 扰 的 运动 . | y, 是 任何 
受 干 扰 的 和 未 受 干扰 的 运动 之 闻 的 差 值 ,我 们 称 它 为 扰动 或 干扰 . 

定义 1.1: 如 果 对 于 任意 正 数 s, 无 论 它 多 人 么 小 ， 总 可 以 找到 
3j 一 个 正 数 a), 使 得 对 于 所 有 受 干 扰 的 运动 六 一 3 全 一 1 
2,7, n), 当 其 在 初始 时 刻 1 一 和 满足 不 等 式 

Lyt) — EG | x Ce (s1,2,-*,2), (12) 
而 在 所 有 1: 时 满 是 不 等 式 
ly 一 六 (站 | «6 (s 1,2, ,1), (1.3) 
AR SE EE S ER XQ REL y, 是 稳定 的 . 
受 干扰 的 运动 如 果 不 是 稳定 的 , 则 称 为 是 不 稳定 和 多。 由 此 
可 知 、 如 果 在 在 有 任何 固定 的 数 &, mM FERS AR a, Bi! 
使 只 有 一 种 受 干 扰 的 运动 , 它 满足 不 等 式 (1.2) , 但 在 某 一 个 时 刻 ， 
不 等 式 (1.3) 中 即使 只 有 一 个 变 为 等 式 , 那 未 未 被 扰动 运动 就 是 
不 稳定 的 . 

但 是 也 有 这 种 情形 ,未 被 扰动 运动 不 但 是 稳定 的 ,而 且 当 初始 
扰动 足够 小 时 , 随 着 时 间 + 的 无 限 增加 ;所 有 受 干 扰 的 运动 都 逐 涉 
趋 近 于 未 受 干 扰 的 运动 。 在 这 种 情况 下 , 我 们 就 说 未 被 扰动 运动 

到 比 为 止 , 我 们 仅 冯 把 李 雅 普 诺 夫 关 于 运动 稳定 性 的 基本 概 
念 和 他 的 关于 稳定 、 不 稳定 、 以 及 渐 近 稳定 的 定义 陈述 了 , (Ed 
没有 达到 最 终 解决 问题 时 所 要 求 的 那 种 定义 形 蕊 ， 以 上 只 是 问题 
的 提出 ， 此 时 要 镍 对 方程 (1.1) 来 研究 特 解 y, — fO 祖 对 于 E 
入 的 稳定 性 还 有 一 定 的 困难 。 为 此 我 们 对 方程 (1.1) 进行 坐标 变 
换 , 令 


x, = y, — f, CO) 6G —1,2,-:--,02), 04) 
dx, . dy, | d CO) 
di dt dt 


Tt Ys ai) T "OP us xíGQ) 十 Imo» 
=. Y,Cá AID, T EP f.) 
= X, (i5 Xis 7*5 Xs). (1.5) 


这 样 一 来 , 就 可 以 将 研究 方程 组 (1.1) BS y, LOO 的 稳 
定性 问题 ,化 为 研究 系统 (1.5) 的 平凡 解 和 一 0 6—1, 2, n) 
的 移 室 性 问题 ,可 是 就 可 以 方便 地 运用 现 有 的 分 析 技 巧 来 对 (1.5) 
BJ3E RUE x, 0 0 ($99 1, 2, nz) 的 稳定 性 问题 进行 研究 . 

此 时 不 等 式 〈1.2)，(1.37 分 别 变 成 

FXCUESER (1.6) 
Ix,Q3] — 5, (1.7) 
因而 李 雅 普 诺 夫 的 稳定 性 定义 可 以 由 下 列 方式 来 宕 述 ; 

如 果 对 于 任何 正 数 s, 无 论 它 多 么 小 ， 可 以 选取 另 一 个 正 数 
nE), 使 得 对 于 所 有 受 干扰 的 运动 ， 当 其 在 初始 时 刻 时 满足 不 
等 式 (1.6), 而 在 所 有 上 > wo 时 满足 不 等 式 (《1.7), 则 (1.5) 的 未 
被 扰动 运动 ( 即 x, = 0, s 1, 2,1, n) 是 稳定 的 

反之, 则 称 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 . 

如 果 未 被 扰动 运动 是 稳定 的 ,并 且 数 ?有 可 选取 得 如 此 之 小 ,使 
得 对 于 所 有 满足 不 等 式 (0.6) 的 扰动 运动 满足 条 件 


limx,Ce) = 0 (571,2, ***. 0), 
£o 


则 称 未 被 扰动 运动 是 浙 近 稳定 的 . 

从 上 面 所 述 的 李 雅 普 诺 夫 的 稳定 性 定义 中 可 以 看 出 它 有 下 列 
几 个 特点 : 

D 首先 ， 李 雅 普 诺 夫 的 稳定 性 概念 是 一 个 局 部 概念 , 它 涉 及 
到 在 被 考虑 的 状态 附近 的 特性 ,因此 , 初始 扰动 的 范围 较 小 , 也 就 
是 ? 值 较 小 ,特别 是 对 渐 近 稳定 性 而 言 ,要 求 的 ?了 值 就 更 小 

2) 时 间 是 无限 长 的 ; 

3) 初始 扰动 的 大 小 与 初始 时 刻 捉 的 选取 无 关 ; 

4) 初始 扰动 之 后 无 其 它 外 扰 ; 
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5) 未 被 抗 动 运动 与 扰动 运动 服从 于 同一 个 方程 ,而且 二 者 在 
同一 时 刻 进行 比较 . 

如 果 对 于 我 们 所 研究 的 扰动 运动 微分 方程 ， 能 够 把 它 的 解 求 
出 来 《积分 为 封闭 形式 ), 那 末 我 们 对 稳定 住 的 研究 也 就 没有 困难 
了 。 而 实际 上 大 晤 工程 物理 系统 中 所 出 现 的 微分 方程 ,除了 极 个 
到 的 情况 可 积 外 ,大 部 分 都 是 不 可 积 的 。 因此 A. M. 李 雅 普 诺 
夫 在 他 的 著名 论文 “运动 稳定 性 一 般 问 题 >01 中 提出 了 两 种 解决 问 
题 的 方法 。 

第 一 方法 就 是 通常 为 大 家 所 熟悉 的 级 数 展开 法 .详细 介绍 可 
参看 秦 元 助 编 “ 运 动 稳定 性 的 一 般 问 题 讲义 ”一 书 B 或 T. H. Hi 
欣 著 的 “运动 称 定 性 的 基本 理论 —459. H. DI. 叶 罗 金 中 总 结 了 
在 1966 年 以 前 有 关 李 雅 普 诺 夫 第 一 方法 的 重要 成 果 , 并 附 有 50 
篇 文献 索引 。 我 们 这 里 着 重 叙 述 第 二 方法 的 基本 内 容 , 因为 它 已 
经 发 展 成 为 今天 解决 运动 稳定 性 问题 的 基本 方法 。 

李 鸦 普 诺 夫 第 二 方法 ,有 时 又 称 李 雅 善 诺 夫 直接 法 , 它 不 需要 
去 寻求 运动 方程 的 特殊 解 ， 当 把 未 被 扰动 运动 的 稳定 仁 归 结 为 平 
衡 位 置 的 稳定 性 问题 时 ,A，、M， 李 雅 普 诺 夫 将 稳定 性 或 者 不 稳定 
性 的 事实 与 只 有 特殊 性 质 的 函数 V Qs s x。)( 通 常 称 为 李 雅 普 
诺 夫 函数 ) 的 存在 性 联系 起 来 。 这 个 函数 了 的 报 据 微分 方程 组 所 
取得 的 对 于 时 间 的 导数 ,具有 确定 的 性 质 。 

但 是 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 作用 ， 决 不 仅 限于 对 稳定 性 或 不 稳定 
性 事实 的 建立 问题 ， 李 雅 普 诺 夫 函 数 方法 是 研究 自动 调节 系统 的 
最 有 成 效 的 方法 之 一 。 对 具体 的 非 线性 自动 调节 系统 而 言 , 适当 
地 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,就 能 解决 一 系列 有 重大 实际 意义 的 问题 . 
例如 , 可 以 给 出 调节 量变 化 的 估计 , 过 渡 过 程 经 过 的 时 间 ( 调 节 寺 
间 ) 的 估计 ,调节 质量 的 估计 等 。A. H SAH, A. M. 列 托 夫 四 
的 工作 ， 有 力 地 表明 了 应 用 李 雅 普 诺 夫 直接 法 来 解决 自动 调节 理 
论 中 一 些 问 题 之 卓著 成 效 ，@. T. 甘 特 马赫 及 B. A. 雅 库 柏 维 
琳 中 对 这 一 方面 的 工作 作 了 进一步 的 总 结 。 利用 李 雅 普 诺 夫 函 
数 ， 可 以 估计 经 常 作用 下 扰动 的 影响 ， 可 以 解决 大 范围 稳定 性 问 


* 5 s 


题 , 即 估计 初始 扩 动 的 区 域 , 使 得 随 着 时 间 的 增加 , 其 解 不 离开 预 
先 给 定 的 区 域 的 江 转 。 在 某 些 情况 下 , 用 地 雅 普 诺 夫 范 数 的 方法 
也 可 以 解决 关于 周期 解 的 存在 问题 ， 李 雅 善 诺 夫 函 数 也 可 用 :最 
佳 控 制 理论 。 总 之 , 李 雅 普 诺 大 第 二 方法 在 科学 的 许多 领域 内 已 
经 得 到 广泛 的 应 用 ， | 

为 了 说 明 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 思想 实质 ， 我 们 首先 用 下 列 简单 
例题 来 说 明 . | "s 

911. WRI. BEEM EERDE 这 两 个 
PREEK eC REO VEM UR E ER Uer OS 3 中 (1)). 将 
物体 M 由 平衡 点 向 右 方 移 过 一 个 线 惨 


0 +a CRA 3 中 (2)) ,这 时 右 方 的 弹簧 被 
a NANDE ER, ED SER h, YEME aik 
-2u 上 的 力 一 f 指向 平衡 点 0, 位 移 傅 大 ， 则 


作用 力也 就 请 大 。 在 这 力 译 作 太 下, 物 
O WW@^\ 人 人 个。 体 M 开 始 向 平衡 点 方向 运动 ， 这 时 运动 


7: 5| 的 速度 逐渐 增加 ， 当 它 又 回 到 平衡 点 时 
bs a (ER 3 d1 G) 作用 力 等 于 霉 ,但 物体 
疗 的 易 体 玫 在 平衡 位 置 0 -性 育 一 速 朗 一 z。 由 于 这 个 速度 ,物体 M 

附近 的 振动 情形 通过 平衡 点 继续 向 左 运 动 。 这 时 左边 的 


弹簧 被 压 次 , 右边 的 被 拉 伸 ,将 有 一 力 十 作用 于 物体 上 , 这 力 向 
右 指向 平衡 点 。 当 物 体 对 未 停 正 之 前 , 这 力 将 阻 滞 其 运动 。 当 物 
体 邓 停止 后 , 它 立 刻 又 开始 培 反 方向 , 即 疝 平 衡 点 方向 运动 《 见 图 
3 中 (4))、 这 样 , 物体 MM 就 在 平衡 点 附近 拨 动 。 如 果 物 体 对 开始 
对 离 平衡 位 置 距离 很 小 , 那 末 物 体 M 总 在 平衡 点 的 邻近 作 周 期 性 
运动 ,所 以 平衡 点 0 为 稳定 的 , 以 上 是 直观 的 看 法 . SSRXRULTIO IS 
体 几 的 质量 为 mw 时 , 那 末 由 牛顿 第 二 定律 得 出 物体 的 运动 方程 为 : 
mi --[f-—-——£&x, 
RE REGAGIRUSAUEZAAE. 严 与 各 是 二 个 正 长 ,引入 符号 
& 


wW mm -一 


. -m 


3 


数 四 被 称 为 物体 振 吕 的 圆 频率 ( 亦 称 为 角 频 率 )。 如 果 把 圆 频 宗 标 
准 化 后 ( 即 令 w? 一 1), 那 末 上 述 的 运动 方程 就 简化 为 
XT x70, 
& z 一 Jy， 上 面 的 运动 方程 就 化 为 
EY (1.8) 


这 时 系统 的 总 能 量 为 7 
Eis 3) iit 
因为 


HE = 2xic-bOyy  2xy + 2y(—x) = 0, 


这 就 说 明了 系统 (1.8) 是 一 个 保守 系统 ,而 
E(x,y)—» c -cLy-—R(RESGBSE) 
为 其 首次 积分 . 
HFE (x, y) E, EQx y) — à b y! — R 表示 以 原点 为 
中 心 的 …- 族 同心 贺 ， 当 初始 位 置 与 初始 速度 取得 足够 小 时 【 尺 : 是 
由 初始 位 置 与 初始 速度 决定 的 ， 这 里 R = rit a), BRES A 
是 在 原点 的 足够 小 的 分 域内 ,因此 系统 (1.8) 的 零 解 是 稳定 的 . 但 
显然 不 是 渐 近 稳定 的 . 
我 们 可 以 取 
Vlr, y) = El(r,y) 十 六 (1.9) 
上 面 就 是 借助 了 这 样 的 汪 数 来 研究 系统 (1.8) 的 平凡 解 的 稳定 性 
训 题 。 我 们 指出 ,由 于 系统 (1.8) 极为 简单 , 其 积分 曲线 就 是 以 原 
点 为 中 心 的 一 并 同心 食 ， 故 其 稳定 性 问题 是 可 雇 直 接 得 到 的 。 下 
耐 我们 将 举 出 例子 ,从 系统 本 身 不 易 直 接 得 出 稳定 性 的 结论 ,而 模 
B FRR V(x, y) 一 “来 控制 系统 积分 曲线 的 趋向 ， 可 以 
非常 巧妙 地 解决 系统 的 稳定 性 问题 . 
例 2: 洲 虑 动力 系统 
zo = aC? + y), 
(1.10) 


3 - —x --7 ayx? + y’). a — OQ, 


此 时 仍 考 虑 函数 《1.9) 作为 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 昌 然 这 时 函数 (1.9) 
HRA (1.10) 而 言 ， 不 一 定 下 能 表示 它 的 总 能 量 。 此 时 求 函 数 
V(s, y) 沿 (1.10) 的 积分 曲线 的 变化 率 


av dx dy 
一 -- 一 a 十 2y 一 一 = 2 — 2 十 H 
E P dt d dt dud $us »» 


4-2yL—x — ay(x? + 7] 
一 一 234fz + yy = —2aV D. 


-5 = 2adt , 1 = 24t 十 如 《任意 常数 )， 
V (GO, 02) EOE TIOE —— 


2at + ko” 
lim V(xCÓ, y C2) = 9. 
EX VG.) 8-0 y BESAR, AÉ 
lim x) =D, üm y) = 0, 
所 以 《1.10) 的 未 被 抗 动 运动 是 渐 近 稳定 . 
由 
aV 
dt i10 
这 就 说 明了 封闭 曲线 族 VO, y) 5S ety -—c BUM 10) 的 
积分 曲线 在 不 断 的 收缩 ， 直 至 收缩 到 原点 。 换 句 话说， 也 就 是 
(1.10) 的 积分 曲线 随 着 z 的 增加 由 外 向 里 的 穿 过 每 一 条 闭 曲 线 
Vlr, y) = tt yle, RAATIRA. 实际 上 在 这 个 例题 中 ， 
函数 (1.9) 表示 了 在 入 平面 上 由 《1.10) 所 措 述 的 运动 质点 的 状态 
Gy) 与 原点 之 间 的 距离 平方 。 因 此 
EE ors 
dt (0.10) 
就 表示 了 这 个 距离 随 着 时 间 的 增长 而 在 不 断 的 缩小 ， 景 后 此 距离 
ET. 
从 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 : | 
1) 当 研 究 动力 系统 (由 常 微分 方程 组 来 描述 ) 的 稳定 性 时 ,可 


一 一 2efx + y) < 0 (a > 0), 


以 不 必 去 寻求 它 的 特 解 或 通 解 ， 测 是 引进 一 类 具有 特殊 人 性质 的 函 
数 ,由 这 种 函数 来 控制 积分 碍 线 的 动向 ,足以 保证 未 被 扰动 运动 的 
稳定 柱 问 题 得 到 解决 ; 

2) 函数 了 有 各 种 作法 , 一 般 说 来 , 应 结合 实际 的 物理 背景 来 
作出 V. 

我 们 今后 你 这 种 类 型 的 函数 了 为 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 

最 后 ,我 们 对 于 解 在 整个 :的 正 半 轴 上 存在 性 的 问题 ,引进 一 
些 简单 的 讨论 . 

考虑 自治 系统 

dz, 
us eO m ta) (51,2, --*,0n). (1.11) 
ARX ERG X. 总 殷 定 它 在 区 域 
Jr S Als 21,2, 7-0) 

内 关于 * 具有 连续 的 一 阶 偏 导数 , HX, (0,2,0) — 0, RE 
就 可 保证 (1.11) 有 从 任何 初始 时 刻 罗 和 初始 状态 x ls 二 1， 
2, ere, n) 开始 的 唯一 解 . 实质 上 函数 X, 关 于 变 元 x G — 1. 
2,……，2) 的 李 浦 希 兹 条 件 就 足以 保证 这 一 点 、 不 过 ,应 当 引 起 注 
BUE: 局 部 的 李 浦 希 兹 条 件 仅 撕 述 了 解 在 《46, x) 附近 的 性 质 ， 
而 由 这 一 点 并 不 能 得 出 ,对 任意 大 的 : 值 解 都 存在 的 结论 . 

例如 ,考虑 一 阶 非 线性 微分 方程 


dx 
di f»). 


TE 
f(x 一 大 za S ixi nl c dl xal 
«LG x)n-nl. 
因此 在 初始 状态 的 邻近 可 以 找到 一 个 常数 ， 但 是 楼 找到 与 x 无 关 
的 常数 却 比较 困难 。 可 是 如 果 我 们 就 小 范围 来 讨论 , 这 时 能 保证 
在 初始 值 Co, r) 的 邻近 解 的 存在 唯一 性 ,但 不 能 保证 解 在 整个 * 
的 正 半 轴 上 存在 。 实 际 上 由 分 离 变 量 法 


E t 
de ode, 得 | df dt, 
o fe 


x 
z? 


故 
1 1 


-= =  — fy 


E x Gs; Xo; to) Xo 

由 此 看 出 : 当 cons ms t n, HER 
x (15 Xos bh) — co。 
这 就 说 明 方程 由 (nm > 0, x > 0) 开始 的 解 不 可 能 在 E, 00) 上 
延 拓 。 除 非 状 态 Cs ro 加) 有 :一 个 从 十 co 到 一 oo "BREAD. T 
见 这 不 是 动力 系统 工作 的 方式 。 工 . 马尔 库 斯 外 对 这 种 现象 的 奸 法 
是 : 微分 方程 的 解 企 有 限时 间 内 要 跑 到 无 穷 ， 说 明了 这 个 方程 的 
解 具 有 有 限 逸 时 (finite escape time)， 要 避免 这 种 现象 的 出 现 , 我 们 
只 要 假定 方程 右 端 在 所 考 患 的 定义 域 上 一 致 的 满足 李 浦 希 兹 条 
件 : l 
IX, Ca, xdi | x4) — XC) Met. Ya) SL > | 区 一 yl. 
=) 


其 中 是 与 变量 x, m n) 无关 的 正常 数 。 
事实 上 ,假定 
x, = gt 让 509 to) G=1,2, e,2) 


是 《1.11) 的 任 一 解 , 因此 
Pits Xs) 一 roo 十 | X,CpiC xa; fs 777 
Pa (5 Ts05 49)) dt > 


+ " 
DICENDUM NC 


" " 
Sirol + L| M le co Wl dr, 


u .4 三 1 


$e, Gi xo, $215 sal 
sm} tmj 


二 aL | 2e C65 xy to) dt. 
TR ESSE RT WUR S (Gronwall-Bdlman) 不 等 式 四 ,以 上 不 等 式 就 


* 10 = 


n 
5 LAE Xica "tts Yan» t) l 
sal 


E: (214!) EPa L(t — h). 


由 此 立即 可 以 看 出 ,qs C5 xe, 8) 在 任何 有 限时 刻 :一 和 都 不 会 
跑 到 无 穷 远 处 ， 也 就 是 说 在 李 注 希 兹 常数 工 与 变 元 n Ga, 
2,-…，,?#) 无 关 的 假定 下 ， 就 可 保证 方程 之 解 不 会 出 现 有 限 逸 时 
的 现象 ， 


$2. 基本 定义 


(一 ) 定 号 、 常 号 、 变 号 函数 
干 面 我 们 将 要 考虑 定义 在 坐标 原点 郎 域内 的 变量 P zx。 
的 连续 函数 VQ, x0. 我 们 假定 它 是 单 值 的 ， 当 x 一 
一 x* 一 0 时 取 零 值 ,而 且 具 有 连续 的 偏 导 数 . 
定义 21: PEE Vn, 7. x2 称 为 是 定 号 的 (正定 的 或 者 负 
XE BJ) WRA 
Ix Æh (s =1,2, ---,7) (2.1) 
了 时 (这 里 * 是 足够 小 的 正 数 ), 它 只 能 取 具 有 一 定 符号 的 值 ,而 且 只 
在 xz 一 … 一 te 一 0 时 , 它 才 变 为 零 . 
定义 2.2: 函数 了 (rm ，…，xs) 称 为 是 常 号 的 〈 正 的 或 负 的 )， 
如 果 它 在 区 域 (2.1) 内 只 能 取 具 有 一 定 符号 的 值 , 但 它 可 以 在 
E > x 0 
时 取 零 值 ， 
定义 2.3: HRV (rttr xa) 称 为 变 号 的 ,如 果 它 既 不 是 定 
号 的 ,也 不 是 常 号 的 。 也 就 是 说 ,无 论 数 多 么 小 , 它 在 区 域 Q.D 
内 既 可 取 到 正 的 值 ,也 可 了 到 到 负 的 值 . 
例如 ,在 三 维 欧 氏 空 间 , 范 数 


. Il œ» 


V(x, y, 2) 75 x! E y? E z* 


是 正定 的 ; 

Vx, y, z) = 2x? + s 
是 常 正 的 ; 

V(r, y, z} = x 0-5y —2: 
是 变 号 的 . 


通常 取 二 次 型 作为 李 雅 普 诺 夫 函 数 是 用 得 最 广泛 的 一 种 , 因 
此 对 怎样 保证 二 次 型 是 正定 的 (或 负 定 的 ) 一 些 判定 准则 , 对 我 们 
说 来 是 很 重要 的 。 近年 来 在 文献 中 对 二 次 型 的 应 用 , 常用 矩阵 形 


e 
2V Gi, bud xz) 一 > ， MILI 
(jl 


是 一 个 二 次 型 . 用 x 表示 一 个 # 行 一 列 的 矩阵, * XR x 的 转 置 ; 
4 一 (ai 是 一 个 a X n 阶 的 方 阵 , 4 表示 4 的 转 置 ， 这 里 4 一 
T. 这样 一 来 
2V Çx tt, tp) S x dx, 

我 们 就 可 以 把 二 次 型 的 定 号 性 用 方 阵 4 来 表示 . 

定义 2.4: 方 阵 4 是 正定 的 ， 如 果 对 任意 zx* 关 0 时 ， 二 次 型 
x'Ax 是 正定 的 话 。 简单 的 用 4 > 0 表示 二 次 型 *4x 是 正定 的 . 
同 理 用 4 二 0 表示 二 次 型 rdr 是 负 定 的 . 


方 阵 4 的 特征 值 ACA) 就 是 多 项 式 
aui, ans "3 KEE 
de A — AI) = 14 — ål] Gn; — dn—àÀ,t*5, ary 


E 
LPS gl. 77, aankh! 
HR. Hih 7 ÆA pE, 
p jj : 
TLIMMNME LLL 
性 项 1: 正定 方 阵 4 总 是 可 道 的 . 


. 12 。 


帅 实 上 存在 非 膏 异 的 线性 变换 
y; Ram c i c Run, G 91,2, +- 5), 
将 二 次 型 2 VQ, Vox) 变 成 
2V(x,, is mie ada DAS, 
其 中 a = 104) 27 0 (i1. 2,7, 0), 所 以 特征 方程 det (4 一 
M)-0 Hem Bl) derd œ 0, ik 了 是 可 逆 的 . 
性 质 2: 当 4. B 都 是 对 称 方 阵 时 , 则 ACA B) 一 EA, | 
事实 上 4 一 4 个， B—B', (ABY —B'A' —BA, | 
|4B — 11| = |(ABY — 11| = | B4 — 1I). 
定理 2.1: 方 阵 4 是 正定 的 , 当 且 仅 当 以 下 三 个 条 件 中 之 一 成 
MENEJ: : 
(1) 存在 一 个 非 奇 异 的 矩阵 互 ,使 得 B'B = 4; 
Q) 对 一 切 i, H ACA) 2 06 2 1,2, o, n) 
(3) 4 的 所 有 主子 行列 式 都 是 正 的 ， | 
条 件 (3) 就 是 著名 的 西 尔 威 斯 特 ( Sylvester) 定理 : 4 正定 的 
充分 必要 条 件 为 
a 77 05 |an a 


> 0 | 


IER, 


an 22 


Gut vs Oan 


4 是 负 定 的 充 要 条 件 : 即 是 4 的 所 有 主子 式 正 负 号 相间 ， 亿 
第 一 个 主子 式 总 是 小 于 零 ， ; 

这 个 定理 的 证 明 ， 可 参看 O. D. 甘 特 马赫 所 落 “上阵 论 ”一 
asm TE 
(—) 定 号 函数 的 几何 意义 
为 了 简单 起 见 ， 我 们 考虑 具有 三 个 自 变 量 的 正定 酌 数 了 Kx， 
y. 2) GIF: 个 变量 的 情形 同样 可 以 前 明 )。 著 虑 曲面 

Vx, ys) «c, (2.2) 
其 中 < > 0 是 常量 ， 在 < 一 0 了 时， 由 于 了 的 定 号 性 , RITE = 
一 xz 一 0, 于 是 曲面 就 晓 化 为 坐标 原点 ， 下面 要 来 证 明 , 当 *e 足 
够 小 时 《2.2) 是 一 个 围绕 坐标 原点 的 封闭 曲面 。 


. 了 了 3。 


为 此 我 们 来 证 明 , 由 坐标 原点 出 发 型 区 域 (2.1) 的 边界 上 任 
一 点 的 任何 连续 曲线 一 定 和 曲面 (2.2) 祖 交 ， 只 要 数 e 不 超过 某 
, 一 个 只 与 # 有 关 的 足够 小 的 正 数 1 
的 话 ( 见 图 4). 
事实 上 设 : 是 函数 7 在 区 域 
《2.1) 的 边界 上 的 下 确 界 , 因 而 在 这 
个 边界 上 我 们 有 7 Q, yz) 兰 局 
(由 于 ?的 连续 性 等 号 定 能 取 到 )， 
XI 显然 林 等 于 零 , 而 且 是 正 的 . 现 
在 我 们 考虑 任意 的 连续 曲线 ， 它 由 
坐标 原点 出 发 并 引 鹤 区 域 (2.1) 的 
边界 。 我 们 沿 着 这 条 曲线 来 看 函数 
V 的 变化 , 在 曲线 的 起 点 〔〈 即 坐标 原点 )7 REE, 而 在 曲线 的 终 
点 ,了 等 于 某 个 不 小 于 了 的 数 。 因为 函数 了 沿 着 这 条 连续 曲线 是 
连续 地 变化 , 因此 只 要 取 e 1, 只 在 这 条 曲线 和 的 某 一 点 就 必然 
要 取 到 数值 ce， 换 句 话说 ,这 条 曲线 必然 要 和 曲面 (2.2) 相交 ， 因 
此 当 < 值 足够 小 时 ,所 有 曲面 (2.2) 都 是 封闭 的 , 并 且 包 围 坐标 原 
B. 如 果 现 在 我 们 把 < 的 值 由 零 变 化 到 某 一 是 够 小 数值 那 未 我 
们 就 得 到 一 族 封闭 的 、 彼 此 不 相交 的 (由 于 邓 的 单 值 性 ?曲面 ,它们 
包围 坐标 原点 , 当 6 m 0 FE BERERA AE TRU. 
(三 ) 稳 定性 ,不 稳定 性 、 渐 近 稳定 性 的 定义 
在 今后 的 讨论 中 ,如 果 不 作 特殊 的 声明 ,我 们 都 是 针对 (1.11) 
所 措 给 的 动力 系统 而 言 的 ， 因 此 对 肾 数 XX,(x1。*…, x) 在 区 域 
|x,]zH (s 1,2,---:,0) (2.3) 
内 总 是 假定 它 是 连续 的 。 且 使 得 方程 (1.11) 对 于 每 一 组 在 区 域 
(2.3) 内 的 初始 值 x*? 有 且 只 有 唯一 的 解 +,(z)， 且 总 假设 
X,(0, 0) 一 0 (s—1,2,**-,m). . 
X3 2.5: AL APTIE*REN e, 无 论 它 多 人 么 小 .可 以 找到 另 
一 正 数 ale), 使 得 对 于 所 有 受 干 扰 的 运动 ， 当 其 在 初始 时 刻 5s US 
ERZA 
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iG] & m  G1012, 5,2), (2.4) 
而 在 所 有 £T 时 满足 不 等 式 

]x,CO ] «6 (21,2, ---,), (2.5) 
则 我 们 就 称 未 被 扰动 运动 ( 即 x, — 9 :一 1,、……，2) 是 稳定 的 . 反 
之 , 则 称 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 . 

定义 2.6: 如 果 未 被 拢 动 运动 是 稳定 的 ,并 且 数 有 可 选择 得 如 

此 之 小 ,使 得 对 于 所 有 满足 不 等 式 《2.4) 的 扰动 运动 , 同时 义 满 足 
条 件 

lim zx 全 一 0  (s91,2,-:*:5,5), 


则 就 称 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳定 的 . 


$ 3 稳定 性 的 基本 定理 


(—) 关于 稳定 性 的 李 牙 著 诺 夫 定 表 
TRAK M ACTPREENE RE: 的 同时 ， 我 们 还 考虑 它 对 于 时 间 
的 导数 , 这 些 导 数 是 基于 下 列 假定 作出 的 , RI r, x2,…… ,xs 是 时 
则 的 通 数 ,它们 满足 (1.11)。 在 这 样 的 假定 下 , XF V 对 时 间 的 
导数 我 们 有 
av Op ds NS Ov 
dt Ei Ox, di íi ôr, 
x X,Gi, t5 x.) m n, RC £5), G.D 
DRE s to tto ta BRI, BÆ EET ES 


为 零 . 
定理 3.1: 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 (1.11) 
Cr tts wa) G-1 2,1, 8), 

可 以 找到 一 个 定 号 函数 了 Cr 2x2. BATE IBI 2 89 Bi Tix 
些 方程 构成 的 全 导数 (3.1) ESAR, HEERS Vlet 
xn) 相反 或 首 恒 等 于 零 , 则 未 被 扰动 运动 是 稳定 的 . 
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WE: 不 妨 假 定 VG. t, x) 是 正定 的 函数 ,因而 在 文 域 
le | EA H (51,2, en) (3.2) 
内 的 所 有 点 , EAT ERMEZ, V 只 能 取 正 值 。 在 同一 个 区 域 
内 ,根据 定理 的 条 件 , 有 不 等 式 
wy Zx, (CRTE DES) (3.3) 
设 s 是 一 个 小 于 # 的 任意 小 的 正 数 , 以 :表示 数 nds 
Ix, ] 中 之 最 大 省 , 凤 是 令 
x = max(]xil, *--. Jenal}. 
25 BIB 3A KO 26 之 7 维 正方 体 的 表面 构成 的 点 集 
r=, (3.4) 
TUE -个 闭 集 。 设 EAR Vn. 5.262 在 此 闭 集 上 的 下 
HR AmE rs 上 ,有 
V(x,, 2 x,2 21020, 
这 是 因为 是 正定 的 ,并 且 由 于 是 连续 的 ， i kc 
上 可 以 达到 其 下 确 界 . 
MER EHE (1.11) BS 4E — 8E rG), 设 其 初始 值 x 二 x IO 
在 区 域 


lro] sm (s= 1,2,-::-:,2) (3.5) 

内 .这 里 我 们 假定 7 小 于 8, 而 且 它 是 如 此 之 小 ,使 得 
V(za, 5. x4) «4, 

这 样 选 择 ? 当然 是 可 能 的 ,因为 Vn, o. n) 是 连续 函数 , ME 
V(0, ---, 00 — 0, ERE x, G2 代入 函数 了 中 , 我们 得 到 一 个 依赖 
于 时 加 :的 函数 ,根据 (3.3) 式 ,， 只 要 s. G) EKR (3.2) 内 时 , © 
是 不 上 逢 的. 因此 ,对 于 x,(z) 在 区 域 (3.2) 内 的 所 有 时 间 *。 有 不 
等 式 


7Cxi(t]，… xz) 三 FCrio 7, Yo) EA (3.6) 
出 此 可 以 直接 得 出 ,在 所 有 : > 时 ,有 不 等 式 
lxAD| « e. 《3.77 


事实 上 ,因为 3 过 5. AT xn G) 的 连续 性 , 不等式 《3.7) 至 少 对 足 
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够 接近 于 的: 值 是 成 立 的 ， 如 果 这 些 不 等 式 在 某 一 时刻 不成 立 
了 , 那 末 必然 右 这 样 的 时 刻 : 二 了, 此 时 量 v, 中 至 少 有 一 个 在 数值 
上 达到 e, 换 名 话说 ,必然 存在 这 样 的 时 刻 :+ m T. 此 时 条 件 (3.4) 
被 满足 ,因而 根据 7 是 函数 了 在 x - 6 上 的 下 确 界 ,就 有 
VCGaGO), tta tC TDZ 
不 过 这 是 不 可 能 的 ,因为 e < k, 集合 (34) 在 区 域 (3.2) 内 ,因而 
在 xz 到 8 时 ,必然 要 满 足 不 等 式 (3.6) 
VGGQT), i n D) SV, yxo0 x. 

因此 ， 对 于 所 有 扰动 运动 微分 方程 的 解 ， 如 果 它 们 满足 不 等 式 
(3.5), 那 末 在 所 有 : > n 时 就 满足 不 等 式 《3.7), 这 就 证 明了 未 被 

上述 证 明和 的 过 程 ， 指 出 了 给 定 。 如 何 来 确定 初始 扰动 范围 7 
的 方法 : 

G) 给 定数 6, 确定 男 数 VG, n0 TE «6 上 的 下 确 界 
ile); 

Gi) 根据 数 CE) 决定 nle), 使 得 在 满足 jxol 委 ? 时 就 满足 
V(xo, tt. xu) m. 

(二 ) XCTADIUBOETEDSETERE TS AE 

定理 3.2: 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 (1.11) 


LIC T MNA (s—1,2,:::,0), 
dt 


可 以 找到 定 号 函数 Vn. oi n). 它 对 于 时 间 的 由 于 (1.11) 
构成 的 全 导数 也 是 定 号 阔 数 , 且 其 正 负 号 与 玉 MEA PHE, 则 来 
pp des 

TREBE, 仍 假定 VQ, ttt 72 是 正定 的 , 那 末 


是 负 定 的 ,因此 在 区 域 (3.2) 内 , 有 
Vn, o 6225 0, 5 x 0, 
r4 


ic AER Ex mn mm. 


x, 一 0 是 稳定 的 . 所 以 根据 任 给 的 s > 0, 可 找到 3 了 一 (6), 使 
得 对 于 《1.11) 的 任 一 解 x:() ,如果 在 初始 时 刻 满足 不 等 式 


E = ERESI < ns), Q.8) 
则 对 在 所 有 £27 n OBL AED UA Je SEX 
[x0 | « e, 
现在 我 们 进一步 来 证 明 
lim x, Ce) = 0 (s= 1,2,3 n). (3.9) 


UEBH T RA, SEUEBR TR esie RESO EUER. 
事实 工 ,因为 所 讨论 的 解 对 所 有 了 时 其 :> 和 总 在 区 域 (3.2) 
内 ， 于 是 报 所 定理 中 的 条 件 范 数 V (nO). s. nO). XT 
时 间 t 的 导数 对 所 有 时 间 * 都 取 负 值 , 不 可 能 取 零 值 。 这 个 结论 
是 由 于 函数 x CO 对 任何 * 值 都 不 能 同时 变 为 零 . 因为 如 果 这 种 
情况 在 其 一 时 刻 :一 了 时 发 生 , 那 末 取 了 为 初始 时 刻 , 我 们 就 得 到 
方程 (1.10) 的 具有 零 初始 条 件 的 两 个 不 同 的 解 : 所 讨论 的 解 <) 
CG 一 1, c 2) 和 平凡 解 x, 一 -… = xy 一 0， 而 这 是 不 可 能 的 ， 
因为 方程 (1.11) 在 给 定 的 初始 条 件 下 只 能 有 一 个 解 
由 于 导数 对 所 有 的 时 刻 : 总 取 负 值 ， 故 函数 l), …， 
xn(f)) 是 单调 减少 的 , 而 当 :一 co 时 ， 它 就 必然 要 趋 近 于 某 --- 极 
限 值 a, 而 在 所 有 时 刻 都 大 于 这 一 极限 值 , 即 
VOD, ,rt)) > a. (3.10) 
下 面 我 们 来 证 明 e 一 0。 用 反 证 法 , 假定 a %0, 于 是 根据 7 
的 正定 性 有 as > 0， 因 为 了 是 连续 函数 ,由 (3.10) 得 
rE) = maf jn, een eOe, 《3.117 


其 中 中 是 某 个 正 数 。 但 因 TU 是 负 定 的 函数 ,于 是 在 闭 集 PsC < 
dt 


下 上 函数 TE TREIE ER, Bi 


其 中 也 是 一 个 正 数 。 所 以 对 所 有 : > n, ARER | 
VG, n0) Va) + S Sh 


dt 
EV x(n), ,rs 0) — b — n9). 
[Bix ARR RIBERD. DRCSSPDT RUECAKBSU t PARERA I 
PARRER I V G, o x00) 是 正定 的 条 件 . 因此 我 
们 得 到 结论 i 
lim V (x,CO , ***, x, 0D = 0,. 

再 由 了 的 定 号 性 就 得 到 《3.9)。 定 理 证 毕 。 

注 ， 对 于 方程 《1.11) 的 满足 条 件 (3.9) 的 解 ， met x 的 
最 大 区 域 称 为 渐 提 稳定 性 区 域 ， 

(=) 基本 定理 的 几何 解释 

上 述 两 个 定理 有 着 简单 的 几何 解释 。 这 种 解释 不 仅 关 明了 定 
理 的 基本 内 容 ,而 且 在 解决 许多 工程 技术 问题 时 有 其 广泛 的 应 用 . 

AA RRR ERIR -TR RERS 假设 存在 有 定 号 
的 函数 V Ca, 2, x3)《 为 了 简单 起 见 ,我 们 在 这 里 假设 » = 3), 其 


导数 全 «c o, 作出 曲面 族 


Vn, x, xc, (3.12) 
其 中 e 是 一 个 下 的 参数 , 在 零 至 其 一 足够 小 的 值 之 间 变 化 。 正如 
我 们 在 前 面 已 指出 的 那样 ,曲面 族 G.12) 是 封闭 的 ， 它 们 包 国 任 
标 原点 并 在 < 0 时 收缩 于 这 一 点 。 如 果 ci 过 e WRH v = 
c S& br T RV = c: mu. 
考虑 方程 (1.11) 的 任 一 积分 曲线 , 它 在 初始 时 刻 由 坐标 原点 
附近 的 任 一 点 出 发 ,这 条 了 积分 曲线 在 : 增长 时 ,无 论 在 什么 时 刻 都 
不 会 由 里 向 外 地 通过 曲面 族 (3.12)。 事实 上 , 如 果 在 某 一 点 发 生 
了 这 样 的 相交 ， 那 末 在 这 -一 点 尔 数 了 Cx.), n, G0) 必然 具 
有 正 的 导数 , PROS KE BR Bl (3-12) 中 任 一 曲面 过 沪 到 这 一 族 中 
的 另 一 曲面 ,而 县 当 后 者 包围 前 者 的 时 候 , 函数 了 (xz n. xD 的 值 
是 增加 的 ， 因 此 , 如 果 任 一 积分 曲线 在 初始 时 刻 是 在 (3.12) 的 某 
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ARA , 那 末 在 后 来 所 有 时 刻 , 它 也 一 定 在 该 曲面 之 内 。 但 当 e 
ERNI, HE (3.12) 包含 状 足 够 小 的 坐标 原点 的 邻 域 , 由 此 就 
直接 得 出 未 被 扰动 运动 的 稳定 性 的 结论 . 

根据 上 面 简单 的 几何 解释 , 可 以 给 出 根据 数 8 来 确定 数 nle) 

的 方法 。 为 此 我 们 著 虑 完全 位 于 边 长 为 2 s 的 立方 体内 的 曲面 族 

(2) 中 的 最 大 曲面 。 设 这 个 曲面 是 一 1。 这里! 是 该 数 V 在 

+ 二 & 上 的 下 确 界 ， 再 作出 边 长 为 2 % 的 立方 体 , 合 它 完 全 位 于 上 

述 划 面 之 内 ， 于 是 任何 由 这 立方 体 

v= 内 起 始 的 连续 的 积分 曲线 ,也 号 是 

初始 值 满足 xo] a —1, 2, n) 

2, ”的 积分 曲线 ， 将 永远 在 曲面 V — 1 

之 内 ,因而 也 总 在 边 长 为 28 的 立方 

体 之 内 .这 就 是 具体 地 给 出 了 如 何 

根据 给 定 的 s HH OK US AE a 4A RS 25 

5 法， 

我 们 指出 ， 可 以 利用 定理 3.1 的 几何 解释 来 估计 允许 扰动 的 

KRCA DD, 区 域 称 为 给 定 区域 G 的 允许 扰动 区 域 ,如 果 由 

区 域内 任 一 点 所 引出 的 轨 线 , 总 不 超出 区 域 G 的 范围 。 在 且 前 

的 情形 下 , 显然 上 面 所 述 的 以 原点 为 中 心 , 边 长 为 27 的 正 立方 体 

是 对 以 原点 为 中 心 , 边 长 为 26 的 正 立方 体 的 允许 扰动 区 域 ,因此 ， 

为 了 形 定 允许 扰动 区 域 ， 首 先 必 须 找 出 函数 ”在 区 域 G 的 边界 上 
的 最 小 值 1, 然后 由 此 来 决定 区 域 ,使 在 区 域 中 有 VV <I, 


如 果 所 ~ 是 负 定 的 函数 ， 那 末 由 坐标 原点 的 足够 小 邻 域内 出 


发 的 每 一 条 积分 曲线 , 者 必然 虹 要 由 外 向 里 地 与 曲面 族 (3.12) 中 
的 每 一 个 相交 ， 因 为 函数 FGxGo， 00 , G0 必定 是 不 断 地 减 
小 .在 这 种 情形 ,积分 盟 线 号 必然 要 无 限 地 趋 近 坐 标 原点 ,也 就 是 
说 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳定 . 

我 们 指出 ， 惠 用 定理 3.2 的 几何 解释 可 以 估计 过 湾 过 程 的 时 
间 ， 在 控制 理论 中 ,过 渡 过 程 时 间 通 常 称 为 控制 时 司 。 
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URL ERV EWE X 20 的 立方 体 的 边界 上 的 最 小 值 , 则 
用 立方 体 * 一 s《s > 5) 的 边界 过 湾 到 立方 体 * 一 ?的 表面 的 过 
渡 时 间 可 按 下 式 来 计算 ， 


YGG) — Y GG) +| ZZ a, 
得 lx Vx) -— "e 一 h). 


这 里 一 5 fuu AK iti ret LLAR, EK 


于 零 的 , 故 竺 过 湾 过 程 的 时 间 估 计 
V Cr) — ił 
XR S 

tut RT VL, E JL fo] OUR ES ,研究 鼻 定 性 的 李 雅 善 诺 夫 第 二 
方法 就 归结 于 建立 一 族 封 闭 的 曲面 ， 它 们 包围 坐标 原点 并 具有 这 
桩 的 性 质 ， 就 是 积分 曲线 只 能 由 外 向 里 地 与 每 一 个 这 样 的 曲面 相 
交 -， 只 要 能 用 任何 方法 建立 起 这 样 的 曲面 族 ， 那 末 也 就 可 断定 未 
被 扰动 运动 的 稳定 性 . | 

(D) 稳定 性 定理 的 推广 

由 E. A. 巴尔 巴 欣 与 H. H. 克拉 索 夫 斯 基 中 所 给 出 的 关于 
浙 近 稳定 性 的 定理 ,可 以 得 到 李 雅 普 诺 夫 关 十 渐 近 稳定 性 的 定理 ， 
所 以 这 个 定理 是 李 雅 普 浇 夫 的 关于 渐 近 稳定 性 定理 的 推广 ， 这 个 
定理 给 出 后 ， 可 以 借助 于 有 常 号 导数 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 来 解决 渐 
近 稳 定性 的 问题 .同时 ,这 个 定理 的 重要 性 在 于 ,针对 具体 的 动力 
系统 能 够 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 在 以 后 的 章节 中 可 以 看 到 , 对 非 
线性 系统 出言， 多半 都 是 作出 这 种 具有 常 号 导数 的 李 雅 善 诺 夫 函 
Zi. 

为 了 证 明 这 个 定理 ,首先 研究 轨 线 的 某 些 极限 恬 质 ， 

定义 31: 相 空 间 的 点 >》 称 为 点 x 的 极限 点 。， 如 果 存 在 时 
EEA {rahs H m — eo ij, 1, — 00,8. 


y-— lim x Qas x9). 
也 就 是 说 ,在 点 ”的 任意 小 的 邻 域 内 ,对 任意 大 的 工 而 言 , 25 7T 


. 2] = 


1— hS 


时 ,总 有 轨 线 rn x 的 点 在 这 个 邻 域内 

例如 , 渐 近 稳定 的 平衡 位 置 , 是 对 位 于 这 个 平衡 位 置 足 够 小 的 
邻 域 内 之 所 有 点 的 中 极限 点 ; 

又 如 ， 稳 定 的 极限 环 上 的 每 一 个 点 也 是 它 的 邻 域内 的 每 个 点 
的 名 极限 点 . 

引 理 3.1: 给 定点 的 a 极限 点 的 集合 ,是 由 整 条 轨 线 组 成 的 闭 
集合 . 

证 明 分 二 步 : 

G) WRIT zw 的 名 极限 点 的 集合 8 的 极限 点 ,也 属于 2， 
这 就 证 明了 集合 8 的 闭 玖 性 头 ， 这 点 根据 ww 极限 点 的 定义 很 容易 
fih. 

(2) WRAY 是 点 zo 的 极限 点 ; 则 通过 > 的 轨 线 上 的 每 一 
个 点 ,都 是 % BIS o RRA. 

事实 上 、 通 过 点 ” 作 方 程 组 的 
HER. 设 rlr, y) 是 轨 线 上 任 一 点 ， 
现 证 明 xCr, y) 也 是 x 的 极限 点 
CHE r 之 0, 对 rf 过 也 可 同样 的 
讨论 ). 

根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 直 
BUB. 

ADR y lim x Cin, xo), 那 末 


x(rT,y) 一 limx 《az d- 0, x). 以 上 证 明了 通过 点 ”的 轨 线 上 任 一 


点 x(r, 力 ,也 都 是 的 。 极 限 点 ， 这 也 就 是 说 , 极限 点 集 9 是 
由 整 条 轨 线 组 成 . 

SUB 32: 如 果 在 区 域 疡 内 ， 存 在 有 下 界 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 
并 且 如 果 这 个 函数 关于 时 间 的 导数 ,在 这 个 区 域内 取 负 号 , WK, 
给 定 辆 线 的 全 部 号 极限 点 , 当 :一 oo 时 ,不 离开 区 域 D, 并 位 于 函 
数 了 的 同一 个 位 曲面 上 ( 即 了 一 常量 的 曲面 上 )、 

证 : 设 点 坟 在 区 域 D 内 ,并 设 y = lima Cen, s) Es E o f 
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PRA. 
首先 指出 , 当 :一 oo 时 ,函数 Y Gc Gr, zo)) 不 增 , 并 有 下 界 ,办 
此 存在 极限 V, = lim VC Gr, x2): 其 次 由 于 函数 的 连续 性 
V (y) = lim V GG, n2), | 


但 因为 (x Gr, xo)) 是 单调 地 变化 , 故 有 
VCy) = Vs 
即 所 有 和 极限 点 位 于 同 一 个 位 曲面 上 、 引 理 证 毕 . 
有 了 这 些 预 备 知识 后 ,就 可 证 明 下 列 定理 . 
定理 3.3: 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 (1.11) 
一 xz) (s= 1,2, %1,7), 
EIRE ERI VC, ux), 使 得 
AE on -> 3 E X, (n. x50, 
JFH. 7 —0 PES (1.11) HERH, 则 (1.11) 的 未 被 
扰动 运动 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 渐 近 稳定 的 ， 

证 : 因为 定理 的 假设 满足 稳定 性 定理 3.1 的 全 部 条 和 件 ， 所 以 
任 给 s 0, 可 以 找到 8, 只 要 x € 1, 《这 里 1 是 点 0 的 6 RR), 
IBRA £2 0 时 , Æ rC, zo) EL (1 是 点 0 的 8 邻 域 )。 所 以 轨 
线 x(t, x) 当 上 >>0 时 ,不 离开 球 王 的 界限 ,因此 , 点 x 的 极限 
点 集 合 上 是 非 空 的 (因为 有 界 充 穷 点 集 必 有 极限 点 ). 

如 果 吕 与 坐标 原点 0 重合 , 则 定理 就 证 明了 ,因为 此 时 有 

lim zx G, xo) 一 0， 
用 反 证 法 , 假设 集合 OXUPEG—TSTAOBUA y. 由 引 理 32 
得 
VO) = V Cx G, 0) = lim V (xCt, x9)) < 0, 
这 是 因为 点 7? 异 于 点 0, V 是 定 号 函数 之 故 。 这样 一 来 , 点 和 的 
A8 oXRIRA, 位 于 同一 个 位 曲面 上 ; 而 引 理 3.1 ARA O HH 
的 ,并 且 由 整 条 轨 线 组 成 。 这 样 一 米 ,因为 V 洛 着 这 条 轴线 保持 常 


„= 23 . 


EIERNES O LATY 一 0, 按 定理 的 条 件 , E 0NMAaS 
在 集合 六 一 0 内 .但 由 假设 集合 广 一 0 不 包含 整 条 轨 线 ,从 而 导 
出 矛盾 ， 因 此 8 必 与 点 0 重合 .定理 证 
毕 ， 

这 个 定理 与 定理 3.2 的 不 问 之 处 ， 
就 在 于 这 里 不 要 求 函数 V 的 定 号 性 , 这 
点 是 很 重要 的 .因为 在 实际 作 李 雅 普 雍 
夫 函 数 时 ， 往 往 导致 有 常 号 的 导数 的 函 
$. 

B 7 此 外 ,应当 指出 ， 就 是 关于 在 集合 
V 一 0 上 不 存在 整 条 轨 线 这 一 假定 ， 在 具体 的 情况 下 是 容易 检查 
的 ,如 果 曲 面 六 = 0 上 及 方程 Qa, coo 60 一 0 给 出 , 那 末 
Pu D ĈE Xas es 
是 在 它 上 面 不 存在 整 条 雪线 的 充分 条 件 ， 因 为 如 杂 上 面 的 条 件 满 
足 , 表 示 积 分 曲线 的 切线 不 与 曲面 的 法 线 垂直 , 故 职 分 曲线 会 穿 过 
这 个 曲面 . 

《五 ) 全 局 稳定 性 
正如 我 们 在 $ 1 所 指出 的 ，A. M 李 雅 普 诺 夫 所 建立 的 未 补 
扰动 运动 稳定 性 的 概念 是 针对 局 部 小 范围 的 情况 而 言 的 ， 换 条 话 
说 ,就 是 在 初始 扰动 很 小 的 情况 下 ,他 建立 了 关于 未 被 扰动 运动 稳 
定性 的 二 个 基本 定理 ， 对 于 初始 扰动 为 任意 大 的 情况 下 , 是 否 还 
存在 着 未 被 扰动 运动 的 稳定 性 呢 ? 这 个 问题 A. M. 李 雅 普 谐 大 本 
人 并 未 提出 , 而 是 由 其 后 继 者 们 在 发 展 他 的 工作 下 捉 出 的 。 实质 
二 A. M. 李 雅 普 诺 夫 解决 问题 的 思想 方法 完全 可 以 用 来 解决 这 个 
所 谓 全 局 稳定 性 的 问题 . 

(1) PARNE C110) 


-4 NCH ere, Xa) C = 1,2, e,n). 
dt ; 


-假设 方程 的 右 端 XG tts x。) 在 全 相 空 间 内 连续 ， 且 满足 
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李湘 希 兹 条 件 ; X00, 0) 一 0， 且 坐标 原点 0(0, …, 0) 是 
(1.11) 的 唯一 奇 点 ( 即 平衡 态 )， | 
XX 3.2. 系统 (1.11) 的 未 被 拢 动 运动 ( 即 零 解 0C0,… ,0)) 
称 为 是 全 局 稳定 的 (或 称 在 任意 初始 扰动 下 为 稳定 的 )、 如 果 它 在 
本 雅 普 诺 夫 意 义 下 是 稳定 的 。 并 且 (1.11) 的 所 有 其 它 解 *, (0 
G — 1,2, -- 2) 都 具有 性 质 
imz) m0 ml 2, à. 


我 们 将 研究 在 Gts d) 的 全 相 空 间 有 定义 的 浆 数 Vr, 
Ut, x4), 一般 总 候 定 它 连 续 , 且 地 连续 的 一 阶 偏 导数 . 
定义 3.3: 函数 V (s, s, xs) 被 称 为 无 限 大 的 。 如 果 对 于 


任何 4 > 0, 存在 这 样 的 R > 0, 使 得 在 球 > dem 本 之 外 ,不 


FIN Va, ti, da) > AMAT, 
例 1， E r, x, ,xz 的 正定 二 次 型 


? 
, 
VG) > j jxiti = x Ax 
jj—1 


EJERCILBOKMED. KX VG co. xa) 总 满足 不 等 式 
PCa, tta Xa) S hr’, 
这 里 A, EREHE |4 一 47| = 0 的 最 小 特征 根 ， 


=y g, 
i=l 


$12. 函数 
x 
1 +z? 
在 (x, y) 的 全 平面 上 是 正定 的 ， 但 没有 无 限 大 的 性 质 , 因为 在 
y 一 0 的 情 玩 下 , 令 x 一 co《 即 治 着 * 轴 赵 于 无 穷 大 时 ) ， 
V(x, y) — 1. 
具有 无 穷 大 性 质 的 正定 通 数 Va, t, x) 的 位 曲面 
Verr, ttt, x) 一 c CRE) 


V Cr, y) = 


Toy! 
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是 有 界 的 . 
事实 上 ,根据 假定 函数 V Cn, t, 2) FUBCERRCKIS PER LER 
此 对 于 任意 给 定 的 位 曲面 V — e Cc ATERA), ATR 
到 半径 为 RR 的 球 , 在 这 个 球 的 外 面 将 有 Vn, o, x2 D> <, 因此 
BE Vn, xn) c. 将 位 于 这 个 球 内 。 也 就 是 说 曲面 
V(r ux) 一 < 不 会 出 现 跑 到 无 穷 远 处 的 分 支 . 

(2) 全 局 稳定 性 的 基本 定理 (巴尔 巴 欣 -克拉 索 夫 斯 基 定 理 ) 

定理 3.4: 如 果 存 在 正定 的 、 具 有 无限 大 性 质 的 函数 了 (x， 
n), 它 关 于 :的 由 系统 (1.11) 所 构成 的 全 导数 


aV Lav 
IES —KX, $777.05 
åt 之 Ox, n n) 


在 全 相 空 间 是 负 定 的 , 则 (1.11) 的 零 解 在 任意 初始 扰动 下 是 稳定 
的 . 

这 个 定理 是 下 面 的 更 一 般 定理 的 特殊 情形 ， 现 在 我 们 来 叙述 
并 证 明 更 一 般 的 定理 . 

定理 3.5: 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 纽 《1.11) 


dx 
-H m X (r, ,Xn 
di e ) 


Ir AEXEXE RU FUÉCCIRCA PERLBUEER V Cm, e, tn), 使 得 


S 22 xs, 2 X4) £0, 
t 


s=1 


BERA V = 0 LRE OO, 0 外 ， 不 包含 C1.11) fte 
条 轨 线 , 则 (1.11) 的 零 解 是 全 局 稳定 ， 

dE: 设 x 是 相 空 间 C, 50. n). 的 任意 一 点 ， 从 点 xo 引出 
(1.11) BLEU x = rG; zo) 0270). 因为 由 假设 


v= xg, 
dt 


则 有 VG.x))*- VGQ. ERRA VGO « VCxo) R8 UR 
据 函 数 V Go) 具有 无 限 大 的 性 质 得 出 半 轨 线 x x6, x) G7 0) 
一 定位 于 有 界 区 城内 ,因此 存在 半 轨 zx T x 0,2) (2 0) ffo 


2 


T HI Us: 


极限 点 集 如 。， 往 下 的 证 明 恰 好 与 定理 33 的 证 明 一 样 。 因为 在 证 
明 中 重要 之 点 是 : 非 空 的 中 极限 点 集合 2 的 存在 性 ， 这 点 已 出 集 
€ Vx) s V Gu) 的 有 界 性 得 到 . 

由 此 可 以 获得 这 样 的 启发 , 也 可 以 写 出 下 面 的 定理 3,.6。 这 
里 加 上 了 系统 (1.11) 的 所 有 正 半 轨 线 者 是 有 界 的 条 件 , MAAR 
7 在 无 穷 远 处 的 性 质 不 附加 补充 的 要 求 . 

定理 3.6: F(Cr。，…， Xa) a 使 得 

-52 ac (x14 554. EL] 


FE SI 


VE HS AR: iE. 六 = 0 上 除 点 0 外 不 包含 (1.11) 
的 整 条 轨 线 ， 并 且 系 统 (1.11) 的 所 有 正 乎 轨 都 是 有 界 的 《 按 拉 格 
朗 日 意义 了 -的 稳定 性), 则 系统 《1.11) 的 零 解 是 全 局 稳定 。 

可 以 举 出 这 样 的 例子 ， 存 在 正定 函数 了 , ELBE IA AE 


的 导数 ,但 并 不 保证 全 局 稳定 性 ". 
2 Æ + 2y, 
cag 
E x (3.13) 


^ GaO-c-rxy OF "33 
对 此 系统 而 言 RPR 


CERED (x, y) 的 相 平 面 上 是 正定 的 , 它 的 关于 上 的 由 (3.13》 Mg 
成 的 全 导数 


EN ‘si 
dz (a 4- x?)* i 《1 + y) 
在 整个 禄 平面 上 是 负 定 的 . 下面 我 们 就 来 证 明 (3.13) 的 未 被 扰动 
运动 不 是 全 局 稳定 的 . 
现在 我 们 研究 曲线 
y=2 + 


1 
146 e 


p dd 
r3 

LU 

A 


CLA 8), 在 曲线 (3.14) 上 ,微分 方程 (3.13) 有 下 列 形式 : 
y y 


dx 21 2 
i m —- 十 十 一 一 一 一 
dt [OL 1x) 
dy |. 1l (4 Ms 2 ) 一 .2x 
dt x Dc (ra 


因此 在 曲线 (3.14) 的 点 上 ,由 微分 方程 组 (3.13) 所 确定 的 轨 线 的 
WARE EON 


1 £ 1 B 
C GR rz) 
十 = Z 

2(1 + x?) 2(1 + xy 


另 一 方面 曲线 (3.14) 的 切线 斜率 为 
Lo 一 一 一 一 一 一 -- 一 。 


因此 当 取 足够 大 的 正 * 值 时 ,就 有 
kr 起. (3.15) 
这 就 保证 了 当 * 足够 大 时 ,方程 组 (3.13) 在 曲线 


y=2 +- i 
l +z? 


上 的 方向 场 ,其 第 头 指向 区 域 G 内， 这 里 ,区 域 G 是 电 不 等 式 
1 
l+ r 


HRI. 这 里 r 取得 足够 大 ， 以 保证 在 * > n RER (3.15) 
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x 
dx 2(1 十 £y 


x2l23,y2:2-c 


和 不 等 式 
2x, 
(1 + x 
同时 成 立 ， 此 时 在 区 域 G 的 边界 直线 * 二 x。 上 ,由 于 方程 组 
(3.13), IJA 


dx =|- ta t l 
dt x=xo I 十 x? i lsc 
Eri—— 2x us C - > 9. 
(1T x» 1 二 xi 


因此 当初 始点 取 在 区 域 G 内 , H (3.13) 所 确定 的 轨 线 不 能 欧 出 区 
RG, 因为 它 自 外 往 内 地 交 这 区 域 的 边界 ,由 此 我 们 得 出 G.13) 
的 零 解 不 是 全 局 稳定 的 , 

其 所 以 不 能 保证 全 局 稳定 性 , 主要 是 我 们 对 系统 (3.13) 所 引 
进 的 函数 


rx 


VG, y) iyi 1 十 F y, 
正如 前 面 在 例题 2 中 已 指出 的 , 即 它 不 具有 无限 大 的 性 质 ， 此 外 
x5 E BU, ES ERA 

EE (3.16) 


10x 


仅仅 在 原点 的 局 部 范围 内 ， 才 表示 一 族 包 含 原点 在 内 、 一 个 包围 
一 个 的 闲 曲 线 ， 也 即 是 当 c < 1 时 (3.16) 才 表 示 一 族 、 国 绕 原 
点 的 闭 曲线 。 而 当 c 一 1 时 , (3.16) 就 表示 两 条 沿 着 模 坐 标 轴 方 


。29 。 


向 到 无 穷 远 去 的 曲线 分 支 ， 而 且 以 横 轴 作 为 这 两 支 对 称 曲 线 的 渐 
定理 3.7: V(x) 是 一 个 对 所 有 * 都 有 连续 一 阶 偏 导数 的 纯 
REAR. 假设 对 所 有 xz* 送 0, 有 PC(c) 2 0, JER PG « 0. 
4 E Xn V —0 所 确定 的 点 集 , 邓 是 包 念 在 三 内 的 最 大 不 变 集 ， 
则 所 有 的 对 :> 0 莉 是 有 界 的 和解 , 当 :一 20 时 都 总 于 MO. 


$ 4. 关于 运动 的 不 稳定 性 定理 


《一 ) 定理 41: 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 (1.11) 


Prs aa X Ca, tt, £a) (521,2,-::,2), 
dt 


TIRER PCer, n5. RETINERI * 的 由 (1.11) 构成 的 全 
导数 


SE D PE Ks, en) 
Rot E BOB, GERE V BRE Bg 5 = 的 正 负 号 相反 的 党 
SERE, 则 (1.11) 的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 . 


Wu: 设 
le] SASH  (s14,2,-,2) (4.1) 
[ATA D 的 定 号 区 域 ,我 们 假设 上 性 如 此 之 小 ,使 得 在 区 域 (4.1) 


内 ,我 们 在 前 面 对 (1 11) 的 右 端 所 叙述 的 条 件 全 都 满足 。 HLA 
了 确定 起 见 ， 假定 函数 ~ 是 正定 的 , 

我 们 米 证 明 , 无 论 数 3 多 么 小 , 总 可 以 找到 这 样 的 初始 值 a, 

lx] & n, (4.2) 


使 得 方程 《1.11) 其 有 这些 初 始 值 的 解 ns G0) 在 其 一 时 刻 越 出 区 域 
《4.1)， 这 样 就 自然 证 明了 运动 的 不 稳定 性 、 为 此 , 我 们 这 样 来 选 
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HH ch, 使 它 不 仅 满足 不 等 式 (4.2》, 而 且 满足 不 等 式 
Veal, :+ #0) > 0, 

这 种 选秀 是 可 能 的 ,因为 根据 条 御 ,函数 了 不 是 负 常 号 的 函数 ， 
因而 在 无 论 多 人 么 小 的 原点 邻 域内 , 它 可 以 取 正 值 ， 现在 来 考察 方 
程 (1.11) 具有 如 此 选择 的 初始 值 的 解 s) Gm 1,2, 7-0. 
这 个 解 在 某 一 时 刻 必 然 要 越 出 区 威 4.D. 用 反 证 法 : BRNA 
M nO), 在 所 有 : > 和 时 厅 越 出 区 域 (4.1)。 那 未 根据 Z TE 


定 的 , BIEC G), ---. eG ERAR ARE, 所 以 我 们 
可 以 写作 


Vs. ru RO > VT, 0.2. (4.3) 
由 此 必然 得 到 
rle) 一 max{ jan ,oo 1x C201) 2 hR, (4.4) 


其 中 4 ENER, NOWRA A x (0 à, PER H E A 
的 2, 不 等 式 〈4.3) 不 能 被 满足 , AAR V(r,，"…, xn)》 是 连 


续 的 ,是 在 m 二 +x, 二 0 村 等 J]: 密 ， ep EGEGEB) B 


数 , 于 是 由 不 等 式 (4.4) 得 出 , 对 于 所 论 的 解 x6), 在 所 有 了 时刻 有 有 
不 等 式 
25 d 
dt j 
其 中 ! 是 正 数 。 因 此 
VC, ux COD 
á ö t dV 
=V X E 
ÈV Cei, ee, O + i C110), 
gib, V COD, o, ns COD 将 murs 
无 限 增 加 ， AME z,00 停 贸 在 区 域 (4.1) 内 的 荣 件 矛盾 ， 
因为 在 这 个 区 域内 , 连续 的 函数 广 必 然 是 有 限 的 .。 这 就 证 明了 未 
被 扰动 运动 的 不 稳定 性 ， 
定理 42: 如 果 对 (1.11) 存在 有 函数 V , 它 对 于 * 的 由 (1.11) 


» dl 。 


di 


构成 的 全 导数 在 区 域 (4.1) 内 有 形式 


I aay t wlx, tt x. (4.5) 
£ 


EH i BERRA Me RAESTE, 或 者 是 省 号 函数 , 并 且 在 
后 一 情形 ,了 不 是 与 z 的 正 负 号 相反 的 常 号 函数 , 那 末 未 被 扰动 运 
ERIE I. 
证 : 为 了 确定 起 网， 设 wx, rtt. x4) 是 正 的 图 数 ， 于 是 由 
(4.5) 得 到 
aY ay, (4.6) 
dt 


和 证 明 前 面 定 理 (4.1) 时 一 样 ， 我 们 来 选择 解 x,(z) 的 初始 值 x? 
《在 :一 入 时 )，, 使 得 同时 满足 不 等 式 

[5| sq, Vef, xz > 0, 
其 中 5 是 任意 小 的 正 数 。 我 们 来 证 明 ， 这 个 解 必然 在 某 一 时 刘 离 
开 区 域 (4.1)。 用 反 证 法 : 假定 这 个 解 在 所 有 :之 时 都 满足 
(4.1), 于 是 在 所 有 时 世 都 满足 不 等 式 (4.6), ERX VGI, o 


2x1) 是 正 的 ,导数 7 在 所 有 时 刻 都 保持 是 正 的 ， Am, V (GO, 


…, AaCt)) 是 渐 增 的 函数 .于 是 用 《4.5) 得 到 


D a AV), 0) 2 AV GR, 5 £D. 
£ 


”因而 
V mAVGS, 5.2390 — 82. 

但 这 是 不 可 能 的 ,因为 在 区 域 (4.1) A., 函数 了 是 汝 限 的 .因此 对 
于 所 论 的 解 ,不等式 (4.1) 必然 要 被 破坏 , 这 就 证 明了 未 被 扰动 运 
动 的 不 稳定 性 . 

这 两 个 不 稳定 性 定理 是 由 A. M. 李 牙 普 诺 夫 建立 的 ， 

(=) 定理 4.3 的 几何 解释 

为 了 简单 起 出, 取 4 二 2, 3015575 ICA VQ y) 不 是 定 号 
的 情形 。 在 这 种 情形 、 曲 线 耻 = 0 具有 一 条 (图 11) 或 几 条 (图 
12) 实 的 分 支 , 它 们 通过 坐标 原点 。 
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BASIT 是 正定 的 。 根据 定理 的 条 件 , 在 坐标 原点 的 附 
近 , 必 然 至 少 有 一 个 了 > 0 的 区 域 ， 这 些 区 大 显然 是 被 曲线 了 = 
0 所 界限 的 。 在 上 面 二 图 中 , BUE 408 就 代表 了 一 个 这 样 的 区 
域 ,并 设 虚 线 表示 充满 了 这 个 区 域 的 了 一 c > 0 的 曲线 . 


Eu m 12 
25 EI B DOGS 9E E AMBERR MP. M 这 一 点 
可 以 取得 任意 靠近 坐标 原点 . 因为 全 2 0， 所 以 这 条 积分 曲线 


在 c YE, ZMARSLZEAIXER V L0, 并 在 对 应 于 < 增加 的 方向 
与 曲线 族 了 一 cZ, 也 斌 是 离开 边界 一 0, 只 要 它 不 在 某 一 
时 刻 到 达 区 域 了 2-0 的 另 一 条 边界 的 话 , 那 森 积分 曲线 就 逐渐 离 
开 举 标 原点 ,最 后 就 越 出 区 域 (4.1)， 但 是 积分 曲线 要 到 达 另 一 条 
边界 是 不 可 能 的 ， 假 使 这 种 情况 发 生 ， ee mde 
JAN CRUS 12), 那 末 在 这 点 显然 就 有 JV. <o, 因为 函数 V 由 


正 值 变 到 零 ,，V 必然 是 减少 的 . 由 此 可 见 , 我 们 有 这 样 的 积分 于 
线 ， 它 们 由 任意 靠近 坐标 原点 的 点 出 发 在 某 一 时 刻 就 离开 区 域 
《4.1)。 这 就 得 由 了 运动 的 不 稳定 性 ， 

土 面 是 对 衣 数 了 不 是 定 号 的 情形 进行 了 讨论 。 如 果 了 是 定 号 
的 情形 , 其 结果 也 是 一 样 。 此 时 坐标 原点 的 全 部 邻 减 都 症 了 > 0 
的 区 域 , 

由 上 上 述 定 理 4.1 的 几何 解 县 ， 立 即 可 作出 这 个 定理 钓 重要 推 

nm 33 5 


广 。 事 实 上 ,在 所 有 前 面 的 推理 中 , 导数 4 是 定 号 的 这 个 条 件 
没有 任何 作用 。 如 果 代替 定 号 性 的 讲求 重 假设 T^ 在 区 域 了 > 0 
的 所 有 点 都 取 正 值 , 那 来 所 有 前 面 的 论断 仍然 是 有 效 的 。 这 样 就 
导致 了 下 面 由 H. FT， 切 达 耶 夫 oa 建立 的 定理 . 

定理 4.3 (H. F. WARRE): ”如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 
方程 (1.11), 可 以 找到 这 样 的 函数 Vn, Ln, 使 得 

Gi》 在 坐标 原点 的 任 次 小 令 域 内 ,存在 有 5 > 0 的 区 域 ,在 它 
的 边界 上 了 一 0; 

GD 在 区 域 了 > 0 的 所 有 点 ,导数 E 取 正 值 3 Ri (1.10) 的 


未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 . 
证 : 芳 虑 坐标 原点 的 邻 域 (4.1) 
1z &4  G—1,2,::-,9, 
根据 定理 的 条 件 ,如 果 A Je Er. 那 末 在 这 个 邻 域内 ,就 有 六 汪 0 
的 区 域 . 

ZERA IH (E x - rC) 的 扰动 运动 的 向 分 方程 的 解 
na). RIDERR EIAHA iG -1.2,:-,22 ERRELEA 
地 小 ,而 且 使 得 

Jo 一 了 (好 ，-…，x0) > 0, 


因为 在 区 域 了 > 0 内 ,导数 4 是 正 的 , 于 是 函数 了 m0), os, 


xC)) 是 增加 的 . 我 们 现 TERIERA ra) 一 定 要 在 某 一 时 刻 越 
出 区 域 〈《4.1)， 

用 反 证 法 : 假定 不 这 样 ,见解 x0) 无 论 在 什么 时 刻 都 不 越 出 
H GL 所 定义 的 区 域 ， 于 是 在 所 有 时 刻 就 有 不 等 式 

V (nO, p E > Vo > 0, 
RULES RE. 
AV ab), eD RS 
dt 
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其 中 i 是 某 个 晕 于 零 的 正 数 .四 此 不 等 式 即 得 
V Cle), ru aN) Z9 Ve b CC d), 

但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 在 区 域 (4.1) 内 函数 下 是 有 界 的 。 由 此 可 
Dl, 8E rC) 在 某 一 时 刻 必 然 要 越 出 由 〈4.1) 所 确定 的 区 域 , 又 因 
Bx 可 选取 得 任意 小 ,因而 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 ， 

下 面 再 介绍 一 个 关于 未 被 扰动 运动 的 不 稳定 性 定理 ， 这 个 定 
FERE H. H. 克拉 索 夫 斯 基 "" 在 1955 年 所 建立 . 

定理 4.4 (克拉 索 夫 斯 基 定 理 ): 如 果 对 扰动 运动 微分 方程 
(1.11. 存在 函数 VCx，…, x), 它 在 坐标 原点 o 的 任意 邻 域 中 
不 是 第 负 的 ; 并 且 它 关 丁 #z 的 由 于 (1.11) 构成 的 全 导数 

dV «360 


V 
T R(x, g, 
dt A Óx, sÈ 15 E] 22 


EREN: LEA P 一 0 除 坐 标 原点 外 不 包含 (1.11) BUSES 


线 , 则 (1.11) 的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 ， 

WE: REER VCs …，xo) 不 是 常 负 的 ， 所 以 在 原点 。 
的 任意 小 的 邻 域 1, 中 一 定 可 选取 点 xo = (xu. ttt, Fon), 使 得 在 
此 点 x LÉ Veen, ttt, xu) 一 V> 0, 然后 根据 V(n,:::. x2 
的 连续 性 及 V (0, ---, 00 一 0, SERTEORRIR 1,, 使 在 此 小 球 域内 
的 万 有 点 都 有 不 等 式 

IY] «v, 

成 立 ， 现 在 我 们 就 来 证 | 胃 由 初始 点 xe 所 确定 的 《1.11) 的 解 * Cr, 
IJE t> 的 某 一 时 刻 一 定 要 越 出 闭 球 


I, 的 范围 . 用 反 证 法 :假设 C, x) 在 所 

有 :之 时 都 不 越 出 闭 球 7, 的 范围 ， 屠 We 
av " A 

uh S7 是 常 正 的 假定 知 p 


VEG) 2 VQ) > 0, 
这 就 保证 了 点 xc x). 不 可 能 落 在 球 域 
l, 由， 因此 对 于 所 有 >r 的 时 刻 点 a B 


x, x) 落 在 球面 层 f,—1, 中 《图 13), 因此 点 和 的 中 极限 点 集 
合 是 非 空 的 ， 并 且 也 将 位 于 这 个 球面 度 中 ， 再 根据 引 和 还 3.1 与 
3.2 知 

CO) 航 限 点 集 8 位 于 同一 张 位 曲面 二 cc Es 

GD HIRIRA O EAW. (1.11) 的 整 条 轨 线 组 成 . 


这 样 一 来 , ERAO LRA TU 一 0， 而 这 与 定理 的 假设 巴 


盾 . 所 以 定理 得 证 . ! 
由 此 看 出 , 李 雅 普 诺 夫 所 建立 的 不 稳定 性 定理 4.1 是 此 定理 的 
直接 推论 . 


$5. 非 驻 定 运动 的 情形 


前 面 我 们 讨论 了 扰动 运动 方程 的 右 端 不 显 含 时 间 : 的 情形 ， 
这 也 就 是 通常 所 谓 驻 定 的 动力 系统 。 间 桩 , 对 于 描绘 动力 系统 的 
微分 方程 组 的 右 端 ,如 果 是 显 含 时 间 * 的 话 ,也 就 是 对 这 种 非 蛙 定 
的 动力 系统 ， 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 仍旧 可 用 来 研究 未 疲 扰 动 运动 
的 稳定 性 问题 。 因此 在 氢 述 李 雅 苯 诺 夫 笋 二 方法 的 基本 定理 时 ， 
首先 要 引进 一 些 不 同 于 驻 定 情形 的 概念 . 
考虑 在 给 定 区 域 - 
1: 宕 nw 之 0,]x| 志 8 (Gs =i, n) (5.1) 
内 定义 的 函数 VO m. co xa) 《这 里 如 和 4 是 常量 )， 我 们 假定 
函数 了 在 上 述 区 域内 对 于 所 有 的 变数 具 右 连续 的 偏 导数 ， 而 且 在 
x, == m r, = O KRR Y RRE. 
(—) 基本 定义 
XX 51: 如 果 对 于 任 一 正 数 1, 可 以 找到 另 一 正 数 a, 
对 满足 不 等 式 
>h, lal Sp G—1,2,-,2) 
的 rin. ctv nS 的 所 有 值 ,有 不 等 式 
A 


成 立 ,我 们 就 说 具有 无 穷 小 上 界 . 
换 句 话说 ， 如 果 在 31 e 0M, 函数 V 对 于 + 是 一 致 地 趋 于 零 ， 


MK 它 就 具有 无 穷 小 上 界 . 
gián, eR X 
V(s x, 7, ta) = (n doc d x ent 
就 具有 无 穷 小 上 春 ,J 而 因数 
VGix,-.x, = sin leler, 十 -… 十 ze)] 
就 不 具有 这 种 性 质 ,虽然 它 是 有 界 的 . 
定义 5.2: WREE n BEBAMA E-D, HRV AERE 
(5.1) 内 取 一 确定 符号 的 信 ， 或 取 擒 值 ， 那 末 我 们 称 驻 是 常 号 的 。 
由 此 可 多 ,对 于 依赖 于 z 的 函数 ,其 常 号 性 的 定义 与 不 依赖 于 z 的 
函数 是 一 样 的 ， 但 关于 定 号 性 的 概念 就 路 有 不 同 . 
定义 5.3: 如 果 函 数 VG; ra , x») 在 区 域 (5.1) A, 而 当 
足够 大 而 足够 小 时 ,满足 不 等 式 
Vs x. ux) Cr (5.2) 
其 中 w(x1，**…*, x) 是 不 依赖 于 t WEEER, MRR 
类 似 地 ,如 打 在 同样 的 条 件 下 ,函数 s s son) 满足 不 
等 式 
Vs e cud) wr rte). 
我 们 就 称 耻 是 负 定 的 . 
出 此 可 见 , 对 于 依赖 J 于 + 的 函数 , 在 区 域 (5.1) 内 不 变 为 零 并 
不 是 定 号 性 的 充分 条 件 ， 例 如 通 数 
VC asc 二 二， 
虽然 它 只 在 zx =- = r, = 0 时 才 取 零 信 , 但 它 不 是 定 号 的 ,办 
HEHEA] ar eta dn E, 它 在 上 一 oo 肝 趋 近 于 零 , 因而 不 能 满 
ERFA (62). THE , 通 数 


V. Spe toy 12) = Q 2s sin1) P» Xi, 
£l 


-.37 e 


Vitis E deaur) od 
者 是 定 号 的 ,而 县 第 一 个 是 正定 的 , 而 第 二 个 是 负 定 的 , 这 是 因为 
VG rh Ds 
£21 


L3 
ACETRE NE- — X. 
re1 


容易 作出 依赖 于 + 的 定 号 函数 的 几何 解释 . 为 此 考虑 变数 
xz ,Xs 的 空间 ， 并 将 上 视 作 参数 作出 曲面 族 V Ga xs, rs, 
x.) "c. 

iK e 是 任 一 是 够 小 的 c 值 ， 于 是 方程 了 上 一 c: 在 每 一 个 * 值 
时 就 表示 一 包围 坐标 原点 的 封闭 曲面 。 给 + 以 所 有 可 能 的 什 , 就 
得 到 一 曲面 族 , 我 们 可 以 殷 它 看 成 是 一 个 运动 的 曲面 . 

另外 我 们 再 芳 虑 水 动 曲面 wn, o x) co。 设 人 是 正定 
Ai., RAAH, 曲面 了 = < 在 其 运动 过 程 中 , 在 所 有 时 刘 都 在 
曲面 w = cu Z3. SESE ELTE BUE e; 的 所 有 点 上 , 根据 《5.2)， 
ARV 取 大 于 或 等 十 cl 的 数值 ,因而 ,所 有 这 些 点 将 在 曲面 了 一 ca 

如 果 芳 数 了 除了 是 定 号 的 义 外 ,还 具有 无 穷 小 的 上 界 , 那 未 曲 
面 了 一 ec: 在 运动 时 将 总 在 坐标 原点 的 某 一 是 够 小 的 邻 域 之 外 。 
事实 上 ， 如果 目 述 则 而 在 任 一 时 刻 与 坐标 原点 的 任意 小 的 食 域 相 
交 , 那 术 这 就 表示 , 企 这 个 时 刻 1, 在 这 个 西向 上 有 这 样 的 点 , 它们 
满足 不 等 式 

Jx X us 1,2,--:,8), (5.3) 

其 中 4 是 任 普 小 的 正 数 。 但 因 焉 具有 无 穷 小 的 上 界 , 于 是 在 满足 
(5.3) MEHI : > 如 时 ,只 要 产 足 够 地 小 , 它 就 可 任意 地 小 ,因而 
就 小 于 c。 这 就 表明 只 要 足够 地 小 , 曲 让 e = e 的 所 有 点 都 在 
区 域 (5.3) 之 外 . 

(二 ) 非 驻 定 运动 的 基本 定理 

坝 在 转 人 讨论 对 于 非 驻 定 运动 精 况 下 的 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 
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的 基本 定理 . 
设 扰 动 运动 的 微分 方程 具有 形式 


LT Xis TE OR G 1,2, c 27 (5.4) 
. du 
其 中 函数 X, 定义 在 区 域 
fm, jx: SH G = 1,2, 11,7) (5.5) 


P3.RAMEGE:XE EXRECHRES ERE X, 是 连续 的 ,X(t, 0,00 一 
0, JEJE UE ERE r，… x 的 李 请 希 兹 条 件 OURENSE G4) 
有 唯 --- 的 满足 给 定 初始 条 件 的 解 存在 
定理 51: 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 (5.4) 可 以 找到 定 号 
AR Y (r5, o 。， 它 对 于 时 间 e 的 由 640 构成 的 全 导数 
dV — ƏV a OV 
ua 23 bte rre) (5.6) 
JE IE f t5 55 V WREE SE CREER HAST SE, 则 (5.4) 的 未 被 扰 
DEBIEL zn = -oo cl r, m 0) 是 稳定 的 . 
证 : 为 了 确定 起 见 , 设 了 是 正定 的 冰 数 ,因此 存在 有 足够 大 的 
数 s MEDR A SH, 使 得 在 区 域 
tÈ t je) SA (G= 1,2,- 7) (5.7) 
内 满足 不 等 式 
VCES &, ***, En) wx, xa). (5.8) 
Et w ETS: DXHEERR. 此 外 在 同一 区 域内 , 算式 
(5.6) 只 能 取 人 负 值 或 者 等 于 零 . 
设 是 任意 小 的 正 数 ,我 们 假设 在 所 有 场合 e A. TÉ ERU 
系 式 
x = max{ jz|，-…，|xs|} 一 上 (5.9) 
联系 的 量 r te, xs 的 所 有 可 能 值 的 集合 , IERI P ARAM e dc 
这 个 条 件 下 的 下 确 界 。 中 下 wv 的 定 号 性 ， 数 上 是 异 于 零 的 正 数 . 
根据 (5.8》 
Ñ r= ehf, V(im,.ux)Id (5.10) 
现 将 量 r 看 成 是 满足 扰动 运动 微分 方程 组 5.4) 的 时 间 * 的 
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AA. BERRAR: = n THER DR xz, 按照 不 等 式 


EHE, (5.11) 
来 选择 ,而 和 且 ?是 如 此 之 小 ,使 得 
VS rl, ,x0) i, (5.12) 


KX V (45:0, e, DO — 0, BERE VC x, ttt, x) 的 连续 性 
就 可 以 断定 这 样 选择 3 375 48 78$ S309. 
我 们 假定 在 任何 情形 下 BUE n — 6. 于 是 在 初始 村 刻 满足 的 
不 等 式 
lal 到 {s =1,2, 12)、 (5.13) 
至 少 在 — 1 BANKARI AENA ERE, GO 随 着 时 间 连 
£sesis | BOR UK. l 
往 下 我 们 来 证 明 , 不 笔 式 (5.13) 对 所 有 £ 2 都 成 立 . 
事实 上 ， 如 果 不 等 式 (5.13) 在 某 一 时 刻 被 破坏 了 , 那 末 就 必 
然 有 这 样 一 个 时 刻 上 一 了 , 此 时 不 等 式 (5.13) 中 至 少 有 一 个 变 成 
了 等 式 。 换 名 话说 ,我 们 将 有 
£(7) = max (| zCT2|, 9*5, [x,CT2]] = 6, 
因而 根据 (5.10) 就 有 
PÈT; CIO, 0t, (T) L, (5.14) 
男 一 方面 ,因为 8 之 ,于 是 在 整个 Cn, T) RERA, REA 


(5.7) 成 立 ， 因 而 在 这 个 时 间 区 闻 Cs, T) P, <o, 这 就 给 出 


VETS RTD, ^: (T2) SV; n0, 77 D, 

根据 (5.12), R5 6.14) FA. 因此 ,不 等 式 (5.13) 必然 在 所 有 
r> 的 时 刻 都 成 立 , 这 就 得 到 了 未 被 扰动 运动 的 稳定 性 结论 ， 

和 在 驻 定 运动 的 情况 一 样 , 上面 证 明 的 定理 5.i 有 其 简单 的 几 
何 解 释 。 为 此 我 们 考 卡 在 变数 x... 的 空间 内 的 区 域 [xL] 6 
(RA 14). 我 们 选择 c 如 此 之 小 ,使 得 封闭 曲面 

wn, Z2 =e 

完全 在 上 述 区 域 之 内 。 然 后 考虑 运动 的 曲面 


VGs un, ct x) 77 6, 
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前 面 已 经 指出 , 这 个 曲面 在 任何 时 刻 都 在 曲面 光一 “ 内, A 
而 也 就 在 区 域 [x,| <e ZA, BE Qn. cc. 6) 这 一 点 ( 它 的 运 
动 由 方程 G4) RE) 在 任 一 
时 刻 是 在 曲面 了 一 “了 以内. 那 
末 它 在 所 有 时 刻 都 将 停留 在 这 
DHARAN. 事实 上 , 如 果 它 
要 由 里 向 外 地 离开 , WREE 
与 上 述 曲面 相交 的 一 划 ， 在 相 


交点 的 导数 2 REEN, 这 


就 违背 了 定理 的 条 件 ， 由 此 就 
直接 得 出 ,由 完全 在 曲面 
V (ns 3j, 77^, x22 = pç 
之 内 的 区 域 1x] <7 内 开始 的 任何 运动 , 将 永远 停 贸 在 区 域 
Je] «& e zn. 


定理 52. 如 果 在 满足 定理 5.1 的 条 件 下 ,导数 全 是 定 号 


的 ,而 且 函 数 了 本 身 具 有 无 穷 小 上 界 , 那 未 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳 
定 的 . 


证 : 设 了 是 正定 的 函数 , 因而 4 就 是 负 定 的 。 于 是 在 区 域 


(5.7) 内 不 但 不 等 式 (5.8) 成 立 , 而 且 不 等 式 
aV 


—— s<, n, JL 79 C5.15) 
dz 


也 成 立 ， 这 里 w 是 不 依 琅 于 * 的 正定 的 函数 。 

我 们 把 量 *: 者 作 是 时 浊 的 函数 , 它们 满足 扰动 运动 的 微分 方 
EG... PERDRE WR s 一 x C) 满足 不 等 式 (5.11). 
因为 未 被 扰动 运动 在 这 个 情况 总 归 是 称 定 的 ， 因 此 我 们 可 以 把 量 
了 选 得 如 此 之 小 ,使 得 在 所 有 >r 时, 量 x 总 是 在 区 域 《5.77 8. 
于 是 根据 6.15), 函数 了 (rs m CO, cu ox O) 的 导数 在 任何 时 
AREH, AMMER : 的 无 限 增长 ， 这 个 函数 就 趋 近 于 基 一 极 
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Vrs rs Xe 


限 ,但 在 任何 时 刻 都 大 于 这 个 极限 ， 我 们 来 证 明 这 个 航 限 等 于 零 . 
价 定 不 是 这 样 ， 即 假定 这 个 极限 等 于 某 个 异 村 零 的 正 数 o. 于 是 
在 所 有 t> 加 时 有 不 等 式 
FFC zi 的 Kf) E (5.16) 
MEX : 
因为 了 具有 匹 穷 小 的 上 界 ,因而 由 这 个 不 等 式 就 得 
xl) = maf jal, ee aO ER (5.17) 
其 中 1 和 是 某 个 足够 小 的 正 数 。 实际 上 如 果 这 样 的 数 1 不 存在 , 也 
MEX, AER *(e) 可 以 小 于 任意 小 的 数 , 那 末 根据 无 穷人 小 上 界 
B x XL. BER V (s nE, o x00 也 将 可 以 是 尾 意 地 小 , 这 就 
和 不 等 式 (5.16) FE. 
但 是 如 果 企 所 有 (79 w 时 ,有 不 等 式 (5.17) 成 立 , 那 末 (5.15) 
表明 在 所 有 时 基 就 亦 有 不 等 式 
aV _- 


一 > —h 


d£ 


成 立 , 这 里 豆 是 异 于 零 的 正 数 CITEA w Qu D, x02) 
在 条 件 (5.17) FRU T WEN. 这样 在 所 有 + > 时 ,我们 就 有 
L4 (i a, Du x.) FC; xi, VPE 12) 


i dV 
«| SE di V Quid, ovn m ht 9. 
to 66 


这 最 然 与 (5.16) FE. 这 个 矛盾 就 表明 在 * ERA In Rr. ER EX 
VGs x), n oxS G2) 是 趋 近 于 零 的 ,因而 对 于 国 数 wx) ，…， 
x,G)) 也 有 同样 的 结果 ,由 此 就 直接 得 出 
lim xC) = 0 (52 1,2, 5-5, 7), 

定理 得 证 ， . 

定理 553: 如 果 存 在 具有 无 穷 小 上 界 的 函数 (23 x …, x2, 
它 对 于 时 间 * 的 由 扰动 运动 方程 构成 的 全 导数 《5.6) 是 定 号 的 范 
数 , 而 函数 本 身 在 任意 小 的 x 值 和 任意 大 的 : 值 时 ,可 以 到 与 
导数 有 有 入 同 正 负 号 航 值 , 见 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 。 
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XE 为 确定 起 见 , 没 导数 RER, 于 是 在 区 域 


1 之 如 之 0, [DE (6 1,-:--,2) (5.18) 
内 有 不 等 式 
2Y 2 (n, n). G.19) 
di 
其 中 wle tux) 是 不 依赖 于 * PAESE BIER SC, 
设 ? 是 任意 小 的 正 数 ， 涛 虑 扰动 适 动 方程 的 解 z x00. 
的 初始 值 x? 一 +,(w) 是 按照 条 件 
lx?| Sa, Vs, 5 > 0 
来 选取 的 . 
根据 定理 的 条 件 ,无 论 数 了 多 人 么 小 , 这 样 选取 量 x2 是 可 能 的 . 
我 们 来 证 明 所 论 的 解 必然 要 在 某 一 时 刻 越 出 区 域 (5.18), 
事实 上 ， 如 果 这 个 解 在 所 有 时 刻 宛 贸 在 区 域 (5.18) 内 ,于 是 
根据 (5.19), 函数 V Cre), +t, x CO) 的 导数 在 任何 情况 都 是 
正 的 , 因 市 我们 有 
V GG), x) > Vs xi, tta h)a (5.20) 
因为 了 具有 无 穷 小 的 上 界 , 于 是 由 (5.20) 得 出 
xX) = maxi |an), e lx) |} I, (5.21) 
其 中 4 是 足够 小 的 正 数 ， 但 由 (5.19) 就 得 出 
aY (s; al, DO > (5.22) 
其 中 异 于 零 的 正 数 1 是 函数 w GO. rix GOD 在 条 件 20D 
下 的 下 确 猎 . 
不 等 式 (5.22) 给 出 
VS rE), ttt Ra) m V Cros bo x2 


+ j ZU qe >V (niic 12) + Ht t), 
to dt f 
[Bax EK 8] BE BU . AA ERCÉRCV. MARAEA ER IKEEN 
场合 都 是 有 限 的 . 
虫 这 个 矛盾 得 知 解 +; = x0) (591,2, ?3) 在 某 一 
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时 刻 必然 要 越 出 与 初始 值 * 无 关 的 区 域 (5.18) , 又 因 这 些 初始 什 
是 任意 地 小 ,因而 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 ， 定 理 得 证 . 

上 述 就 是 李 雅 澡 诺 夫 针 对 非 旺 定 运动 情形 所 建立 起 的 关于 未 
被 扰动 运动 稳定 和 不 稳定 性 的 三 个 定理 ， 其 中 最 后 一 个 关于 不 稳 
定性 的 定理 有 一 极 大 的 缺点 ， 就 是 要 求 函数 了 必须 在 全 部 区 域 
(5.18) 内 具有 一 定 的 性 质 ， 特别 是 在 全 部 区 域内 , 导数 全- 必须 


是 正定 的 , 这 就 表示 在 区 域 (5.18) 内 的 所 有 的 积分 曲线 必须 在 一 
定 的 边 上 与 曲面 V =c 相交 不 过 在 运动 是 不 稳定 的 场合 , 为 了 
发 现 运动 的 不 稳定 性 ,只 要 在 坐标 原点 任意 小 的 邻 域内 ,发 现 即使 
一 条 不 稳定 的 积分 曲线 就 够 了 ， 而 为 了 发 现 这 种 积分 曲线 , 又 只 
需要 知道 积分 曲线 在 区 域 (5.18) 的 某 些 部 分 内 而 非 全 部 区 域内 的 
性 质 就 够 了 。 作出 这 个 研究 工作 的 是 H. T. 切 达 耶 夫 。 下 面 就 
来 叙述 证 明 切 达 子 夫 定理 . 

在 变数 s sons 的 空间 的 坐标 原点 邻 域 

PNE ($721,2,-c:-,9) (5.23) 

内 , 任何 由 曲面 V — 0 界限 的 , 函数 在 其 内 取 正 值 的 区 域 称 为 
V > 0 的 区 域 . 

BANY RAFAH: 

(1) 在 任意 大 的 * 值 和 任意 小 的 坐标 原点 邻 域 内 ,存在 有 
V 0 的 区 域 ; 

(D ERR V > 0 内 ,函数 了 是 有 界 的 3 

(3) ERR V > 0 内 , 由 扰动 运动 方程 构成 的 全 导数 7. 取 
正 值 ,而 这 时 对 于 所 有 由 关系 式 

Vs xi Xs) 0 

BRE) rins suns BOR 是 任何 正 数 ), 有 不 等 式 ”之 1 其 中 


? 是 某 个 与 有 关 的 正 数 . 
定理 5.4《 砌 达 耶 夫 定 理 ): 如 果 对 于 扰动 运动 的 微分 方程 
(5.4) 


e 44 可 


i X, Ca ti, t, Xa) (s =1,2, n), 
dt 
可 以 找到 满足 上 述 条 件 1), 2), 3) 的 函数 了 (6 ri, 77. x), DI 
(540 的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 , 

WE: 坐标 原点 的 邻 域 是 (5.23), 根据 定理 的 条 件 ， 如 打开 足 
够 小 , 那 末 在 这 个 邻 域内 就 有 六 >K, ERA V >o 
域内 ,都 自任 意 接近 坐标 原点 的 点 . 

考虑 具有 初始 值 x2 09 x, (8) 的 方程 (5.4) 的 解 e CO, RADE 
取 这 些 初始 值 ,在 数值 上 是 任意 地 小 ,而 且 使 得 

P Cias xl, 100,22) 70 V, 0, 


因为 在 区 域 了 > 0, 导数 < 为 正 , 于 是 函数 VG nO, n, 


x,C)) 是 增加 的 ,因而 至 少 在 不 等 式 (5.23) 未 破坏 时 , EGO 将 
停留 在 区 域 了 了 > 0 内. 
我 们 来 证 明 : 不 等 式 (5.23) 在 基 一 时 刻 是 轨 被 破坏 的 ， 假 

定 不 是 这 样 ,而 设 不 等 式 (5.23) 无 论 什么 时 候 移 不 被 破坏 。 于 是 
在 所 有 时刻 就 有 

ACERNOTE ROPE 
出 此 根据 函数 "的 性 质 知 

dV (15 ta 有。 xD) >l, (5.24) 

dt 


其 中 上 是 某 个 异 于 霍 的 正 数 ， H (5.24) 得 出 

Ves (D, cro x02 Z2 V, HG — ta), 
但 这 是 不 可 能 的 , AJAR Y ERIR V. > 0 内 是 有 界 的 。 因此 可 
ML. RE x. G0) 在 某 一 时 刻 必然 诸 越 出 区 域 (5.23), KAR 好 可 以 选 
取得 任意 小 ,内 而 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 ， 
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第 二 章 ” 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 存在 性 


$ 1. 在 渐 近 稳定 情形 中 关于 周期 系统 及 定常 系统 
运动 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 存在 问题 


考虑 
1) 
dt 
这 里 假定 方程 的 右 端 是 + 的 周期 函数 ,其 周期 为 w, BL dE DC 
P£ÉO,.|n|D SH 一 1,2,……, 2) PAR X, HRE x, RAE 
续 的 一 阶 偏 导数 . 
令 
x, pss xis 0) (sal1,2,..*,n) 
是 万 程 (1.1) 的 解 , CHAIRR 
Pstos ris trta zhat) = r$ 
所 确定 . 
根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 定理 由 RTL, EBD EDU | a] 所 
o, [xj] 委 放 二 吾 中 的 这 些 变量 以 及 满足 条 件 qu] 生态 的 所 有 
z 值 , AR p 具有 对 变量 hix. c x BEES Po dj 8C LOL] 
T 9; 本身 的 定义 得 出 ,对 每 一 个 4 及 4 之 HH 有 下 面 恒等式 
Xy = Piltz Kis xus A) = qu xis rt x 692, 
mr Ee de 
实际 上 , NDA Qno ttes x) 在 时 刻 o HALE Cet, c x2 出 
发 , 在 时 刻 a AANE Qs cts x»). 同时 , Bh AEZ XU 5 
HALE C, rs n 出 发 ,在 所 时 刻 则 到 达 位 置 (zx A 
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为 初始 条 件 唯一 地 确定 了 运动 
此 外 , 因 方 程 (1.1) 将 + 换 为 上 十 w 时 并 不 改变 , 故 也 有 下 面 
的 恒等式 : A 
P, (rx mo, ai, * o, x5, fo mo) 


= eus xi, a. xi, fo)» (13) 


Ef m AERE. 
4i 0.1) 的 未 被 扰动 运动 ( 即 X(0, ---,0, 0 — 0, 2 0) 
是 浙 近 稳定 的 , 那 未 在 下 面 区 域 中 
1x5] s a, (1. 
其 中 a 是 充分 小 的 正 数 ,满足 条 件 
dim gli af, t, x, 9) = 0, (1.5) 


J. L. BZA (Masera)! 证 明了 这 个 关系 式 对 变量 e Je Bo Hc 
Æ, 即 对 于 任意 的 6, 无 论 它 多 么 小 , 可 以 战 到 这 样 一 个 不 依赖 a 
的 T(8), 对 所 有 + 之 工时 ,有 不 等 式 | pC; xS, rt x3. 10)| 5. 
为 了 证 明 ,首先 由 条 件 
lps xi, ,tos 0)| < es, M x 305) (1.6) 
来 确定 数 Ee) 由 于 未 被 扰动 运动 是 稳定 的 ,所 以 这 忻 事 情 总 是 
办 得 到 的 .现在 我 们 就 来 证 明 上 面 指出 的 数 T(e) 是 在 在 的 . 用 
反 证 法 、 假 如 上 面 所 指 的 T(e) REE, WDRIENEXO m EZ, 
总 能 找到 这 样 的 m> mo 及 一 组 在 域 (1.4) 中 的 初始 值 tte 使 得 
p = max{ | plims tims …。 刀 0)|， 
"y peut im 0)|} B 5, (1.7) 
因为 点 列 fx 上 在 闭 域 (1.4) 中 ， 改 其 极限 点 必 在 这 个 域 中 ， 
设 其 为 点 坟 ， 因 此 对 这 一 点 满足 关系 式 (1:5》, 由 它 得 出 ,存在 如 
此 充分 大 的 整数 NN, 使 得 有 不 等 式 


Ig, (No, xf, -xs 0) | LO ` (1.8) 
而 这 时 可 找到 任意 大 的 m, 对 它 有 不 等 式 
je] Ip Na, x15, ^ **3 rl 05| < nle). (1.9) 
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实际 上 , 在 点 列 132.) 中 可 以 找到 具有 任意 大 的 指数 吉 的 点 ， 
它们 与 极限 点 如 此 地 接近 ,使 得 差 


o, (No, Tims - 5 E 0) FA g, (Nw, xb. v "s n5 0) 


E e, 的 连续 性 是 小 于 一。 由 (1.9) 与 (1.6) 得 出 ,对 所 有 xz > 


Ie, Ces xs Ter n au, oi <E, 
再 注意 到 (1.3) -5 (012), 
£ > REF m, kim “> xU, ©) 
= KAC T No, am tt*s zm, No)] 
= [€ 十 No, tims Ts ny 0. 
这 个 不 等 式 与 (1.7) 是 矛盾 的 ,因为 存在 这 样 的 in 使 得 和 > mo, 
这 个 矛盾 证 明了 关系 式 《1.5) X EE x 是 一 致 地 满足 的 这 个 论断 成 
Z. * 
现在 来 证 明 关系 式 
lim e, xi, “ss Ths 4) 70 (s= 1, 2,:-*,0) (1.10) 


对 于 在 区 域 
l l] sg, Sno (1.11) 
中 的 量 at Es EE 8 ERRNO ,也 是 一 致 地 满足 . 
事实 上 , 由 于 (1.2), 有 信 等 式 
Qn x, ri Xh, A) mus x 0 
其 中 量 x 由 方程 
A(t xis x 0) C (1.12) 
来 确定 . 
因此 ， 现 在 可 由 已 证 明 的 关系 式 (1.5) 的 论断 直接 得 出 我 们 
有 兴趣 的 论断 。 只 要 在 《1.11) pE 8 取得 这 样 小 的 值 , 它 使 得 用 
方程 (1.12) 决定 出 的 量 x; 对 所 有 的 Os < o RER (1.4) 中 即 
EA (J. L 3p: 如 果 扰 动 运动 的 微分 方程 形 如 (1.1)， 
并 且 末 被 扰动 运动 是 汤 近 稳定 的, 则 存在 正定 函数 了 (5 x，……， 
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f). 上 且 由 这 些 方程 构成 的 导数 IT 是 负 定 函 数 ， 这 时 了 是 * 的 周 


期 函数 , 周期 为 w。 特别 是 当 * CREBRA T DRE X, 中 时 , 则 了 
不 依赖 于 z。 
证 : ApG) GEH: S PES: ES 


COCHE REPE PIS 
u s 
= $) p af, D, x5, 4) 09 S d 
了 xz 421 


的 上 确 界 , 其 中 变量 t, 在 区 域 C131) 中 变动 。 因而 当 
EH: Sf, OSAS, ASh 


OE ot xu) m D, (1.13) 
函数 mg (#) 显然 是 正 的 。 此 外 
lim (7) = 0. (1.14) 


实际 上 , 设 s 为 任意 小 的 正 数 , 选取 Te) 如 此 地 大 , 使 得 对 

上 盖 了 也 及 所 有 在 域 (1.11) 中 的 x5 的 值 都 满足 不 等 式 
pn xl, ott, xy RS) B, (1.15) 
根据 前 面 的 证 明 这 总 是 可 能 的 . A p GO 是 连续 项 数 在 闭 域 (1.11) 
中 的 于 确 界 , 故 它 必 然 是 该 函数 在 所 指 闭 瑾 中 所 取得 的 某 一 个 值 。 
换 句 话说 ,在 域 (1.11) 中 存在 一 组 数 x; Rn, 对 它们 有 
e E, cx. 8) 7-50), 

故 由 《1.15) 2,95 a T i, o GO) < 8, 这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 

今 考 察 由 下 式 所 兢 定 的 函数 


Vlas tt mi D m | GleGs nis rns nns dr, (1.16) 


此 地 G (32 29 2 3E CE q 2 0 HEBSAE—- ERA, 23 9 > 0 RRE 
的 值 , 当 ? 了 一 0 时 它 与 其 导数 G(z) 同时 等 于 零 ， 此 外 ,这 个 函数 
具有 下 面 性 质 , 积 分 


全 < [o* C) 14e 17) 
对 任何 满足 不 等 式 tO) -— eG) WEAR o* C) 都 是 收 伍 的 ， 
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JF ELSE ERR 和 GO) 的 选取 一 致 收敛 。 
O FERAN GO) 的 确 是 可 以 作出 米 的 . 

首先 证 明 苑 数 了 在 域 

lx] «8, :20 (118) 
中 所 有 的 点 都 确实 存在 并 且 连 续 ， 

SEER EQ x, Et ER E) R, m ZR, TT 一 fT 一 mw zi — 
mo, Krbhmik—^- WEN, (iB Os: 一 mo 二 w。 IRRE CL 
我 们 可 以 写 出 : 

(Fi Xis titu oras Z) m e ix, citu xi ro mo) m 4* Q7), 
FHAR ix (e) 对 于 域 (1.13) HERH £ ens AF (L3) 而 
HERETER gC) « o (7). (E (116) 中 引入 变量 代替 积分 

量 z, 有 

Vlas es sd = S CGD, (9) 


但 由 于 冰 数 G 的 选择 ， 在 〈1.19) 中 的 积分 对 于 6" C 是 一 致 收 
敏 的 ， 即 对 于 在 域 (1.18) 中 的 x,, 及 + 是 一 致 收 敛 的 ， 故 由 此 推 
出 ,在 区 域 (1.18) RAX V FELES. 

求 出 对 :及 x, 的 偏 导 数 ,在 积分 符号 下 作 微 分 运算 ,得 


2 LP tein, its n D] 
Ox, t 


x Be(: EE EnA) dr, 
人， ttt, X85 1)] (1.20) 


T elec; Xis 71. Xy DE 
x 9e: E Zai O) je, 
f 
Rit gf fli 3 ES RTA ERRAR V ded, (1.19) 中 的 偏 导 数 ， 
必须 要 使 引信 的 积分 收敛 , 并 且 对 所 有 在 所 指 域 中 的 x 及 “上 是 一 
致 收敛 的 ， 为 此 必须 对 评 数 G 再 加 上 一 个 条 件 , 它 可 以 由 下 面 方 
式 得 到 . 
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由 于 加 给 方程 (1.1) 右 端 的 条 件 , 对 所 有 左 域 [a2] 委 8, 0x 
f o,nst 中 的 变量 的 值 ， WFR 
Og (15 31, + x0 f) Op (t5 zi tit, a5 dg) 
Ox? 


是 存在 的 且 连 续 ,这 是 因为 由 于 稳定 姓 ， 的 变量 值 , K o, 
将 停留 在 函数 X, 的 定义 域 中 ,故我 们 对 任何 上 可 以 规定 这 些 导 歼 
WEDER ECE M (2) ,这 时 我 们 可 以 假定 隙 数 M CO) 是 连续 的 ， 
HHA: WAKKER. JERA RRS 

3 G' [$* CO 1M (r) dr (1.21) 


对 于 任 选 的 o" CC) ERR H o* Q0) < GO, HER 

于 (7) 是 一 致 的 , 90] (1.20) 中 积分 在 域 (1.18) Fg. 我 

们 将 假设 函数 G6(7) 的 确 满足 上 面 所 指 的 条 件 . 那 未 谣 数 与 其 一 

阶 偏 导 数 在 域 (1.15) 中 的 一 切 点 是 有 定义 的 , 而 旦 是 连续 的 . 
fF HS TEGERE HJEEWL BF O3) 


Va, or 人 Glo Cr; Xis EL 


+ w) lar 一 [cter 十 wy i 77. Kny EH ow)]dc 
[i 
Ta | GIlgCr; X157**, tn’ t) lar = EN ttt. a5 1), 
t 


这 说 明了 函数 了 是 DAYA o HAWAR ME X, 不 明显 地 
含有 c, 则 函数 了 将 完全 不 依赖 于 *。 它 可 以 由 下 列 情况 直接 推出 ， 
即 在 此 时 w 可 以 认为 是 任意 的 . 

BAV ER (1.18) 中 所 有 点 都 是 正 的 , 只 有 当 xi 一 … 二 
rm 0 时 才 等 于 零 ， 既 然 它 对 + 是 周期 的 , 它 必须 是 正定 的 ,内 
为 我 们 可 以 写 

Vs css a i) max ss xi, 
HubedJÉJEGERUÉEÉ. CEAR V (Gn. s. xui 门 对 变量 * 在 区 间 
o<: < w 中 的 下 确 界 . 5 s 


EV 由 方程 (1.1) 梅 成 的 对 z 的 导数 . 我 们 将 有 
aV ,AV 
di di^ 


a 51 > 


Eh P EV 中 代入 方 程 (1.1) 任 一 解 的 结果 ， 但 


V = | Gleit; zi, "tts. E 如 )] er， 


因为 很 据 (1.2) 
plr; Ps x0, 7-25 895 rtt pus x, xo 82s zl 
= pr: xj, Sy xii fj), 
因此 
dV dV 
y Ead inci Up Cs xi, ctt ani 821 


Li 


=o |X) i Ces rst] 


£21 


--e|3:4]. 
BI TR TUE AR. 


因此 ,函数 妆 满 足 定理 的 一 切 条 件 ， 为 了 最 后 完全 证 明 它 ,还 
必须 说 明 存 在 有 函数 G, 满足 所 有 对 它 要 求 的 条 件 。 故 必须 证 明 
存在 正 的 函数 Ga), GESUPQIO. 4r =0 肝 它 与 其 导数 司 
KAF, 并 具有 下 面 的 性 质 , MERA (1.17) 及 《1.21) 对 任 洗 约 满 
足 条 件 HOS o0) 的 6* CO 都 是 收 敏 的 , 并 对 o* c) 一 致 收 
人 敏 .〈1.21) 中 所 指 的 M Cr) 是 定义 在 + 22 0. 上 之 正 的 ,不 碱 的 \ 连 
HER. A GQGD 可 以 用 下 面 的 方法 作出 . 

选 数列 (n — 1,2... Ss 当 4: 实时 满足 关系 式 


$G) x -— um 


由 于 (1.14) 这 样 的 数列 是 存在 的 。 这 时 我 们 假定 09 1, tn> 
n. ERRIO, Qa G =L, MURAT ta E tas S 
区 间 是 线性 的 , 且 当 oec n I nO) m (Y ,其 中 p 是 整数 . 
选 得 这 样 大 ,使 得 了 (一 0) < x (s + 0). 


lim y C) = lim qi) 0, 
H4: > ait, oO «20,0888 5 C) 的 图 形 如 图 1 工 所 未. 
B iGD JE G6) 的 反 函 数 ,这 个 函数 的 图 形 在 图 2 中 表 出 . 


202 z 


211 
32 3 


Be 


v em 
GG) Jj MU GL 人 (1.22) 


G(0) — G'(0) 一 0， 
又 有 
GIO EE aaa 
M [Ct CO )1 
当 z 之 立时 , 估 值 gO xx GO) m GO 是 成 立 的 , 并 因 (Qn) 
是 减 函数 , [p CO 1 2 HLELe (O0 1 — BEBE] M CO) 是 不 减 
RUERER, H (1.23) 可 求 得 


G'Ío ETT Y 


出 此 立刻 得 出 积分 (1.21) 是 一 致 收敛 的 。 至 于 积分 《1.17), 其 下 
限 以 二 代 之 ,这 时 收敛 问题 毫 无 影响 ,我 们 得 到 其 表达 式 


oa k(t; T£) 
(一 | d £ 
上 | M [£921 了 


(1.23) 


对 于 它 可 验证 得 估 值 式 


1<) a is E d 
1 
A | MQ) i 
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<E al q C) ——— "TOS 
TNI CoU aD 
]# 《| 二 1， 由 此 得 出 积分 (1.17) 对 于 o*G) 一 到 收敛. 
因此 函数 了 其 有 一 切 必 填 的 条 件 ,定理 完全 证 明 . 


$2. X EG 诺 夫 函数 的 作法 


C REB RES 3 已 指出 ,从 几何 的 观点 来 看 , 研究 稳定 性 的 李 牙 
普 诬 均 第 一 方法 就 归结 荆 姥 立 一 族 封 闭 的 曲面 〈 在 平面 上 就 归结 
于 建立 一 族 封 闭 的 曲线 )。 它们 包 图 坐标 康 点 ， 并 是 有 这 样 的 性 
质 : 就 是 积分 曲线 只 能 由 外 向 里 二 与 每 - -个 这 样 的 曲面 相交 ， 只 
要 能 用 任何 方法 确立 了 这 种 曲面 族 的 存在 ， 那 未 也 就 确定 了 未 被 
护 动 运动 的 稳定 性 。 因此 近 岂 十 年 来 世界 上 不 少 的 数学 、 力学 及 
控制 论 等 方面 的 工作 者 ,如 丁 工 . 马 塞 尔 , ML T. 马尔 金 (Maman), 
K. Il. JJ E6889: 4& (Llepeuneaio, E A. (ARES, H. H. 克拉 索 
夫 斯 基 (Kpacosckait) A it 3 3-5 Jc BAUER BO f EAEE ERU, 
论证 ; 以 及 针对 -- 些 具体 的 动力 学 系统 真正 作出 抽 些 求 的 李 雅 普 
诺 夫 函数 ,先后 作 了 不 少 的 努力 , 取得 了 一 定 的 结果 .其 中 J. L. 
Ui fc 1948 年 建立 了 关 十 李 雅 普 诸 夫 酌 数 的 存在 性 定理 , 见 本 

Z $ 1, 此 后 的 结果 可 参阅 L41, 在 这 -一 节 我 们 就 地 雅 普 诺 夫 第 二 
方法 的 几 位 意 义 ,从 括 扑 的 观点 作 进 - - 步 的 阐述 ;并 就 广义 渐 近 稳 
定 情况 下 , 上述 曲面 族 (也 就 是 广义 李 雅 普 诺 夫 汶 数 ) 的 存在 性 及 
其 具体 作法 从 理论 上 给 予 进 - 步 肯 定 。 由 于 微分 方程 所 定义 的 积 
分 册 线 的 拓扑 本 质 是 正则 曲线 ， 因 此 只 小 未 被 扰动 运动 是 广义 渐 
近 稳 定 , 闭 末 十 述 闭 蛋 面谈 的 存在 性 问题 从 拓扑 的 观点 来 看 ,也 就 
完全 地 解决 . 

(—) 辅助 知识 

正则 曲线 族 : €X: 考虑 两 弧 段 PO,PO， 令 f 是 一 个 把 弧 
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PO — P ' 的 拓扑 满 映射 , 即 
KED) — Fg, f(P) =P, K0) = 


对 此 拓扑 映射 了 而 言 ,我 们 令 
AP = Ubo (P, P), P, = KE, 
AP;CPO. 
REP 
4 


e(PD, FO) = oF0', PO) =(P, Q'P) 
ERER AQ 的 全 体 中 的 下 界 。 因为 对 此 两 弧 眉 之 他 不 同 的 扼 
THUS, 就 会 有 不 同 的 数 a( 用 。 这 个 数 我 们 
就 称 其 为 二 弧 段 之 间 的 “跨度 ”(span). 
显 见 “跨度 > 有 如 下 简单 的 竹 质 ; 

性 质 1: mE PoR 与 POR ERDIM 

BH 
s(Pp, POD «5, (OR, O'R) «s, 
则 图 3 
oPOR, P QR) < e. 

事实 上 ,因为 

c(POR, PO'R Q'R^) Smils(EO, FO), e(QR, I4 R 09). 

BOR 2: 如 果 (P5, P7) 一 s, AORFAR Pr 内 ， 则 有 
一 点 Q' RCT3RBE Pr ys, EE 

| (ÉD, PFO) c e, olr, OP) <e, G) 

"p b ERES oe Pr 时 , 则 

KO 一 0'e PY, 
假设 (a) 不 成 立 , 由 “跨度 > 的 定义 即 知 
e (Por, POT) =r, Pr) 
— min [o (PD, PO), o (r, Q1 s, 

这 就 导出 矛盾 . 


性 质 3 RHIEIAGXBPO,PU.F 都 有 
e(PQ, Fg) <O, PO) «(PO LEO,  (b) 
事实 上 ,因为 “跨度 > 就 是 在 拓扑 驶 射 下 的 欧 氏 距离 、 因 此 (b) 
也 表 示 了 三 角形 的 不 等 式 定理 , 即 二 边 之 和 大 于 第 三 边 ; 只 有 当 己 
P, P 三 点 在 拓 盾 有 映射 下 位 于 同一 直线 上 时 ，(b) 才能 取 等 号 . 
定义 :曲线 凤 {9 } 尽 正则 的 ， 如 果 它 满足 下 列 两 个 条 性 的 
话 : 
(D 族 L97 ) 中 任 两 条 曲线 都 不 会 相交 ; 
(3) (£45 e > 0URUR (97 ) 中 的 任 一 条 曲线 C H9 E — BESIC 
PD, 就 有 一 个 8 > 0, 使 当 Pe C (CC TRU (97) 中 的 另 一 条 
HHR), t pCP, P) «o, 则 就 在 在 曲线 C' 的 一 段 弧 0 ,使 得 
s(PO, PO < e. 
由 此 立即 可 看 出 , 当 我 们 考虑 
Bu e Xs nS) ( 1,2, a), (2.1) 


假定 X(0,--.,0) 50: X.Cnu, xy) 在 区 域 
jel &4  G-—1.2,--:.) 
上 连续 , 呈 满 足 李 请 希 兹 条 件 , 那 未 看 方 程 组 (2.1) 所 确定 的 积分 
曲线 族 [7 ) 就 是 一 正则 曲线 族 . 
町 为 由 解 的 唯一 性 就 保证 了 族 { 多 上 中 任意 两 条 曲线 不 会 相 
"ii 由 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 就 保证 了 正则 曲线 族 定 义 中 的 条 
H GD 得 到 满足 . 
在 第 1 章 $3 中 普 指 出 , 李 雅 普 诺 夫 定理 : 如 果 对 (2.1) 存在 
正定 的 函数 V Gs, n). 它 沿 (2.1) 的 雪线 所 作 的 全 导数 
dV c OV 
pm "- E 5, s MEE Za) 
尽 负 定 的 , 则 (2,1) 的 平凡 解 O0, +, 0) 是 汤 近 稳定 的 ， 换 句 话 
Di, RIA (2.1) 所 确定 的 正则 曲线 族 {A } 当 :一 oo 时 都 趋 于 原 
点 0。 dE LA OUR {I m TRA 
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我 们 现在 考虑 任 一 正则 出 线 族 £9 Y. 

X X. 如 洒 正 则 曲线 族 {1 殉 } 只有-- 个 聚 点 90, SB TÉ HX 
{. 多 上 中 每 一 条 曲线 都 艳 于 点 O, 那 我 们 就 称 此 点 0 是 广义 渐 近 

(二 ) 度量 空间 

从 点 集 拓 扩 学 知 度量 空间 就 是 在 一 点 集 5 中 引进 距离 函数 
eC, 9) 后 而 形成 的 。 当 然 这 里 的 距离 函数 po。(P, 2) 必须 要 满足 

1) 正 值 性 : plr, y) 一 0 HERH x= y; 

2) 对 称 性 ; plr, y) 一 ply, x); 

3) 三 角形 不 等 式 : pe, z) Solr, y) +p, 2). 

定义 : 包含 一 个 可 数 稠密 子 集 的 度 草 空间， 叫 作 可 分 的 度量 
空间 . 

由 于 我 们 是 在 通常 的 欧 氏 空间 来 讨 沦 ， 在 引进 通常 的 二 点 之 
间 的 距离 后 , 门 然 欧 氏 空间 也 是 度量 空间 ， 又 因 在 欧 氏 空间 中 以 
有 理 数 为 坐标 的 点 形 涛 一 个 可 数 的 无 穷 点 集 ， 而 旦 此 点 集 在 欧 氏 
空 本 中 称 密 ,因此 次 氏 空间 也 就 是 一 个 可 分 的 度 盟 空 间 . 

(=) 广义 李 雅 普 诺 夫 孙 数 的 作法 

设 R 表 示 我 们 所 论 及 的 殉 几 里 得 空间 ;又 令 {m1, aa, … TR 
是 一 个 在 尺 中 稠密 的 子 集 . 对 应 于 子 集 的 点 a;, 我 们 定义 一 个 函 
数 


1 
f(a,, P) 13 24, Py (2.2) 


这 里 的 p Ca P) 就 是 表示 玉 中 二 点 a 和 P 之 同 的 欧 氏 距离 。 显 
见 如 此 定义 的 函数 是 一 个 连续 函数 ， 它 具有 注 质 : 
1) 0 一 flai P) < 1, 
2) |Ka;, P) —Ka,P)] 和 lola; P)—o Caj, P)] & plai, a;). 
我 们 现在 考虑 一 族 正则 曲线 (F), 假定 这 正则 曲线 族 F }) 
在 整个 欧 氏 空间 有 定义 。 为 了 使 于 说 明 问 题 , 我 们 首先 就 及 的 局 
部 情形 来 讨论 , 然后 再 推广 至 全 空间 。 因此 就 R 的 有 界 域 上 来 讨 
论 所 考虑 的 正则 曲线 族 (87). 
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cU) 的 一 条 曲线 ， P 是 曲线 C 上 的 一 点 ， 当 P 在 C 

上 变动 时 ,根据 Kai, P) 的 连续 性 知 , 函数 其 ci, P) 在 这 个 有 跟 域 
的 一 曲线 c 上 一 定 存 在 一 个 最 小 上 界 。 此 时 

. 我们 就 在 曲线 C 上 定义 一 个 函数 ， 
BC) 一 最 小 上 界 fla: P) 
: = 最 大 下 界 ICa, P) 
-— ELA lilas; P) —f(a;, 9l 
bec 


f TUE SEE EX 
V(c)- 2) Eu) EA 
H 


RRT AA V CC 有 如 下 的 性 质 : 

D 当 曲 线 C 蜡 化 成 一 点 了 时 ， 显 见 由 于 所 有 的 属 (C) 一 0 
G —1,2, ---), A VCC) —0; 

2) 34 CCC €, C4 是 曲线 C ERST T BE LA 5). 由 
Fal) Sal GRR CO 的 定义 ), 故 


c^ CC) pe (C, 
ee 
V(C) < VCC2: 
3) 当 C, — FE C. 十 两 个 端点 时 , 显 见 
VCC) — ACE 
4) X CCo, (CD, WI V (CO VO) 十 28。 
这 里 wC) ERU BE Cj 的 8 领域 , C, 与 C, 是 曲线 C LRSULBR 
(E 6). 

C WE 考虑 一 个 固定 的 i, 任 取 的 一 点 P, 则 根据 C E C 
的 邻 域内 ,因此 在 C; 定 可 取 到 一 对 应 点 PE Ci, 使 p (P, PP) « 
& 十 #8， 其 中 #8 是 一 个 充分 小 的 正 数 , 使 得 对 某 个 小 的 «> 0, 有 
IfCa;, P) — fai, P)] < E — a, (2.3) 

为 此 只 要 使 所 取 的 点 P 53 P 之 间 的 欧 氏 距离 充分 小 (注意 到 
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f(2,, P) 的 连续 珀 )》, 就 可 保证 上 二 不 等 式 同时 成 立 . 


ES 6 
把 不 等 式 (2.3) 改写 成 


—(& — a) < fK(a;, P) — f(a;, P) < € — o, (2.4) 
我 们 坡 此 不 等 式 的 右 半 部 ,得 
Eai, P) < fla, P) c 6—a 
==>U.b fCa;, P) « U.b Ka;, I) t e—a; (2.3) 
再 取 不 等 式 42.4) 的 左 半 部 , 即 得 
Ka P) — etaa, P) 
—Lbf(«P)—s-acLbí.P. (28) 
tt (2.5) PUES 2 (2.6) 的 左 端 一 定 大 于 (2.5) 左 端 减 去 (2.6) 
FU £r. 
yon fCa;, P) 一 L. b Ca, P< U. b Coi, P 


— L.b fla; P) + 2(e — a) 
P'€Ci 

< U. b f(s;, P) 一 L.b f(a;, P) + 28, 
P'ec, PEC, 


lC) < lC 十 25， 


2 i a; CCO < 2j 5 tu (02) + 28, 
i i=l 


1 


VCC « VCC) + 26, 
这 个 性 质 说 明了 函数 V(C) 是 CC 的 连续 函数 ;: 


5) QUÉ CCC, L C1 上 有 一 点 至 C WERN ad, W 
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VC) < 7CC2)。 
WE: 这 里 C, C&R Ce ETRE?) 注意 一 个 点 
到 一 段 曲 线 的 距离 就 是 此 点 至 这 段 曲 线 上 的 
折 有 总 的 欧 氏 路 离 中 的 最 小 者 , 所 以 4 > o, 
又 因 CIC Ci, WAEN i A 

iC Su). 
IRBE RLA a. a2, …*。 YER, 
因此 一 定 存 在 一 点 ai, 使 

eGi, P) < z, 


BH Editi 
1 1 
pp epe 
A D) 1444 
3 
而 另 一 方面 
ei, c)» 5 d, 
1 1 
Kaga) L+ alang) 71 pAg 
3 


1 
KaD < —— < < fap), 
3 I++ 19424 s 


Ub Hai, g) < U, bfa, P), 
对 此 +# mE» CC) < C2). RAS V(C) < V (C3). 

这 个 性质 说 明 函 数 V(C) 是 曲线 C 的 递增 函数 .综合 上 述 的 
讨论 ， 在 正则 曲线 C .上 我 们 所 作 的 函数 VCC) 是 一 个 连续 递增 的 
AEPR EC, PES C BLACDE — RARE ,函数 V CC) 才 取 零 值 . 

FARNA 47 BR TRO ERNER LER NARA 
数 . 


. 60 > 


25 E — IE Wh ROC S7 ). 

定理 : 假设 空间 R 的 一 点 0 是 北 正则 曲线 族 1 多 ) nnt — o 
A NOF E EEA O KHER (就 平面 情形 向 言 , 必 存 在 包围 
点 0 的 闭 曲 线 族 ), 旦 此 闭 曲 面 族 中 和 任意 两 张 曲面 都 不 会 租 交 , 而 
是 一 个 包含 另 一 个 ; JEDL 8 —SKPHBR r3 1E NU TER ZR h RE S 
线 只 相交 一 次 (就 平面 情形 而 言 ,此 闭 曲线 族 中 的 和 任意 两 条 曲线 都 
不 会 相交 ,而 是 一 个 包含 另 一 个 :并 且 每 一 条 闭 遇 线 与 正则 曲线 族 
中 每 一 条 曲线 只 相交 一 次 ). 

WE 1) BREA OZENKI Z 的 瞧 一 聚 点 ,因此 我 
们 利用 前 面 对 函 数 VCC) 的 作法 从 点 0 开始 沿 着 每 一 条 正则 曲 
ERKE R ZK(C7， 根 据 工 面 的 作法 知 


ERE V IE CBOYESCXECBURTC, po cd 

SRAKA, ERXR V REE. Hi 

于 这 种 作法 是 对 正则 曲线 族 { ) 中 的 

任 一 条 者 行 得 通 。 因 此 也 就 是 说 ,中 限 p 

点 0 开始 在 正则 曲线 族 {. 多 上 我 们 作 n 


出 了 —A EBOERIOTEGAX V COD. 8 

2) 其 次 我 们 要 证 明 V(P) 一 (是 正常 量 ), 就 平面 而 言 , 它 
表示 一 条 围绕 0 点 的 闭 曲线 ;就 空间 而 论 , 它 表示 一 条 围绕 0 点 的 
闭 申 面 ， 我 们 首先 就 平面 的 情形 来 证 明 . 

这 里 我 们 分 两 步 来 进行 : 

O 假如 我 们 所 考虑 的 广义 渐 近 稳定 域 如 图 8 E, PKR 
AR PCP) 的 连续 性 知 ， 在 此 域 的 边界 8 《边界 8 是 一 个 闭 集 ) 
上 必 能 取 到 下 确 界 ?>> 0, 因此 就 到 满足 不 等 式 0<< 二 ?的 常量 
我 们 要 证 上 的 是 曲线 V (P) = 不 是 一 个 围绕 0 点 的 闭 曲线 . 出 
于 函数 在座 点 oO 取 寒 值 ,在 边界 上 取 的 函数 值 满足 不 等 式 

V(P)l» 2:10, 
因此 在 每 一 条 正则 曲线 上 必 存 在 一 点 P, [EIBERAV EME OP 
上 取信 为 即 V(P) 一 在 ( 见 图 8)、 这 一 点 根据 的 连续 性 一 定 
能 办 到 。 所 以 曲线 V(P) = k RENHAR {F TSE”, N 
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涛 是 说 曲线 V(P) =k 与 每 -条 正则 曲线 都 相交 一 次 。 

i) 入 下 就 证 明 此 曲线 一 定 是 绕 0 点 的 闭 曲 线 。 由 于 曲线 
V(P) =k 与 每 一 条 正则 由 | 线 都 相交 ,办 
此 不 妨 就 假定 VCP) 一 不 与 正则 曲线 C, 
相交 于 己 点 , 那 末 由 只 点 出 发 曲线 
V(P) =} 与 正则 曲线 族 中 的 每 一 条 都 
相交 如 果 此 曲线 VCP) =k ETRS 
C, 相交 一 次 , 而且 交点 与 己 点 重合 , 那 
未 我 们 就 证 明了 V P) E -AHO 
点 的 闭 曲 线 了 《〈 见 图 9). 

di: 要 证 明 这 一 点 ,首先 要 证 明 曲 线 
V(P)—k 必定 要 与 正则 曲线 相交 第 二 次 . 用 反 证 法 : 假定 VOD 
k 除了 在 已 点 与 C, 相交 - -次 外 , 再 不 与 C: WZT. HFC 上 
的 点 都 是 常 点 , 所 以 在 正则 曲线 C, 的 任何 小 的 邻 域内 , 都 有 曲线 
V(P) = k '33E While £e (7) 相交 的 点 存在 ， 因 此 在 曲线 C E 
必 有 一 点 Pa 作为 曲线 FCP) = k 的 极限 点 、 即 limP(D = PLC 


图 10). 不 妨 候 定点 Pi BET IL OP, 的 外 侧 ， 那 末 根 据 王 的 作法 , 知 
Y(0B) < V(OR) = ko. 
可 是 V (0B) =V) = V(P) =k, k< ko, RHE VC) 的 连 
续 性 , 知 
k= FP) 一 lim V(PQ)) VClimPG)) -— V) = k 


B) 
& 73 ko, 
因此 导出 矛盾 . 这 就 说 明 井 线 V (P) 一 《必定 要 与 C 相交 第 二 
KK. RHEE VP) 一 和 除了 与 正则 曲线 C, 相交 于 点 P 外 ,到 相 
ZFR. RAAKA PA P 点 重合 ， 
证 : 假设 已 点 与 Pi 点 不 重合 ,不 妨 假 定 OP CDP (Rx 
jr «D, WARRE V (C) 之 递增 性 知 
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V (OP) = VP) < V (0B) 一 了 (P). 
5E P5 PIGET HBAEVO)-RE, BERAT E) = 
V(P) 一 ,从 而 就 导出 第 盾 ， 所 以 点 妃 与 点 只 适合 。 也 就 是 说 


VOP) =% 
是 一 条 绕 0 点 的 闭 曲 线 . 
P, Pa 
Vp) v» & 
图 10 Boi 


3) 人 至于 空间 情形 , 戎 们 只 要 证 明 V(P) = & do E ERE IR 
点 的 闵 曲 面 就 可 以 了 . 

注意 此 时 天 取 0<% 过 1 中 的 值 , ru: ERR VO ORTOS 
体 的 边界 上 所 取 的 下 确 界 . 

证 : 针对 给 定 的 《 什 ， 我们 任 取 名 90, 之 0 使 0 过 多 过 
k<k <l, 根据 V(0) 一 0, VCP) 是 连续 单 增 的 函数 , VCP) 
确定 了 一 个 以 点 口 为 中 心 的 单 连 通 开 球 域 G1; 同 理 VCP) < k 3S 
是 一 个 以 点 0 为 中 心 的 单 连通 开 球 域 G,, H GC Gas 因此 由 函数 
V 的 连续 单 增 狂 ,从 域 G 过 流 到 域 6;, 必定 存在 单 连通 的 闭 集 4 
CEARR V (P) 所 丰 的 边界 )， 使 得 函数 了 在 此 集合 上 取 值 
,也 就 是 说 F(P)]re4 呈 8 RIE VO) 一 和 表示 了 一 张 围绕 原点 
o RRE. ERIE, 

下 面 仍 辣 固 到 平面 情形 来 讨论 ,空间 情形 完全 类 亿 )。 

由 VC(C) 的 递增 人 狂 知 闭 曲 线 V (P) = & 2 0 与 每 一 条 正则 井 
线 C 只 交 一 次 我 们 把 此 闲 曲 线 V(P) 一 多 记 为 4。 也 就 是 说 在 
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蕴 闭 烛 线 4 我 们 定义 了 一 个 函数 了, 它 的 函数 值 就 是 常数 k BE 
VCA) =k. SEES EC. P PIPER: 

1》 从 聚 点 0 开始 , 沿 着 正则 曲线 C 向 外 扩张 时 , 函数 A) 

是 连续 递增 , 亦 即 是 说 : 如 果 AIC us AA 

ERRERA OWAB, RREA VA) 


门 <v. 
2) S € RULER — A O FT LUCI 
闭 曲 线 4 也 就 收 准 到 点 , 那 林 (0) — 0. 


所 以 由 函数 (4) 一 《所 确定 的 曲线 是 
mn KEAR O 的 闭 曲 线 ， 此 族 闭 昌 线 即 具 
有 定理 所 要 求 的 结论 ， 

如 果 我 们 把 闭 曲线 4 与 曲线 C 相交 的 一 点 的 函数 值 7 G0. 
就 定义 为 曲线 C 白 此 点 到 聚 点 0 的 距离 ， 那 未 闭 曲 线 了 (4) 二 
交 正 交 曲 线 族 {.9} 于 “等 距 ?， 因 此 函数 V(4) 就 具有 李 雅 普 诺 
夫 渐 近 稳 定性 定理 中 所 要 求 的 定 号 函数 的 性 质 。 虽然 我 们 在 这 里 
并 未 证 明 函 数 V C4) 具有 可 微 的 性 质 , 也 可 能 函数 V CD E Y 
面 已 党 出 的 连续 递增 性 外 ,再 没有 共 它 的 性 质 ,因此 我 们 就 把 这 样 
的 函数 V CA) 称 为 广义 的 李 雅 普 诺 夫 函数 

上 面 仅 就 李 雅 普 诺 夫 意义 下 的 渐 近 稳定 性 ， 也 就 是 在 局 部 小 
范围 内 的 渐 近 稳定 情况 下 ， 针 对 具有 唯 -- 的 一 个 聚 点 O 的 正则 曲 
线 族 ,将 广义 李 雅 普 诸 夫 函 数 作出 . 

如 果 我 们 考虑 未 被 扰动 运动 是 全 局 稳定 。 也 就 是 对 任意 大 的 
初始 扰 动 ,结果 想 空 间 的 积分 昌 线 当 : -> + co 时 仍 趋 于 原点 ， 也 
就 是 说 此 时 我 们 考虑 的 正则 曲线 族 { 多-} 在 全 相 空 间 只 有 一 个 罕 
点 0, 那 未 我 们 是 否 能 作出 上 述 同样 些 质 的 广义 李 雅 普 庶 夫 函数 
呢 ? 回答 是 肯定 的 . 

虽然 此 时 正则 遇 线 C 在 全 空间 都 有 定义 。 但 我 们 前 面 引进 的 
函数 

Kai, P) 一 一 一 一 
1 十 pla;, P) 
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在 曲线 C 上 仍 是 有 界 连 续 , 这 里 P 是 正则 曲线 C 上 一 点 ,6， 
[LF O, a1,*… 等 记号 的 意义 仍 同 上 ， 因 此 只 楼 在 C 的 任意 大 
BRAE UMRAO), BA f(a;, P) 仍 存在 最 大 值 和 最 
小 值 ,所 以 我 们 仍 归 照样 的 定义 函数 

pO) 一 最 小 上 界 Flai P) ZRA FA flar P) 


=R LA Ki P) 2 Ka;, 9). 


PE€C.O 


同样 我 们 作 
VO) ~ 352 «C, 
根据 蕊 cr, P) 的 定义 知 


1 
Cai, P) — fla;, Q)— TI a. P) Irel, oO 
= _ 2 (ai Q) — ela, P) 
G + ola, PO + o2, Q)) 
=> |fCa,, P) — Hai, 0)| < Jola, Q) 
— pla, P)| & e(P, Q), 
故 nO) = ER 1fCa; P) — f(a;, O)| 


<ER oC, Q) < SCC)。 
EC 


xg oC) XAR C 的 直径 ,也 就 是 C 上 的 所 有 二 点 之 站 的 欧 氏 
距离 由 之 最 大 省 . 


p(c) = pA > > ceat. 
XA fa, O 满足 不 等 式 
0 « fa, Q)zx1, 
BC) x ER fla, PSI, 
VCC) = Xi POPE TES 
n E A VCC) 是 确定 在 C 工 的 一 个 
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连续 递增 函数 . S dz C MESI EUÉS — RAON, V(C)|c 一 0， 
E. VCC) 一 和 常数 村 仍 表示 一 条 围绕 聚 点 的 闭 曲线 。 我 们 仍 用 
A 记 此 闭 曲 线 , 最 终 仍旧 得 到 上 述 定 理 的 结论 . 

因此 ， 当 我 们 看 到 微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 的 拓扑 本 质 是 
正则 曲线 时 ,如 果 未 被 扰动 运动 是 广义 的 渐 近 稳定 , 也 就 是 正则 由 
线 族 存在 唯一 的 聚 点 2 时 , 那 末 从 拓扑 的 观点 来 看 , 李 雅 普 诺 夫 新 
近 稳 定性 定理 中 所 要 求 的 李 雅 普 诺 夫 涛 数 的 存在 性 问题 ， 也 就 是 
Fd e d CE mi EBUEH dB RO 的 存在 问题 , 从 召 论 上 就 完全 解决 
d 

(p) 结束 语 

最 后 应 指出 : 李 雅 普 诺 夫 渐 近 稳定 性 定理 的 逆转 问题 ， 萤 引 
起 世界 上 不 少 帘 微 分 方程 工作 者 的 重视 ， 先 后 开展 了 这 方面 的 赋 
究 工作 , 获得 了 一 定 的 成 果 ， 所 有 有 这些 工作 的 实质 就 是 针对 不 同 
的 动力 系统 去 确立 -” 族 控 章 积分 曲线 动向 的 、 围 绕 原点 的 封闭 昌 
面 族 ( 对 平面 而 言 是 封闭 曲线 族 ) 的 存在 狂 .。 因此 从 这 个 意义 上 来 
看 , 这 些 结果 应 该 统一 任 本 节 所 得 到 的 定理 的 结论 之 下 。 也 就 是 
说 从 微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 族 是 正则 曲线 族 这 一 扼 扩 观点 来 
省 , 本 节 的 定理 概括 了 他 们 的 结 梁 . 


$3. 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 概念 的 进一步 发 展 
在 工程 实际 问题 的 研究 中 ， 稳 定性 的 直观 概念 是 很 复杂 的 . 


因此 要 给 出 实际 稳定 性 概念 的 一 个 
完全 令 入 满意 的 定义 还 是 比较 困难 


o. 的 .例如 图 13 中 所 示 的 平衡 态 从 
j 李 雅 痊 诺 夫 定义 来 看 它 是 不 稳定 ， 
但 它 实际 工 是 稳定 的 ;又 如 图 14 所 

图 13 图 1 


示 的 平衡 态 看 来 稳定 ， 但 实际 是 不 
稳定 的 。 即使 从 李 雅 普 诺 天 稳定 性 定义 (特别 是 关于 渐 近 稳定 性 
定义 ?来 看 , 亦 有 其 不 足 之 处 ,指出 这 一 点 的 首先 是 马 塞 尔 ” ,后 来 
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H. 安 托 网 维 艾 CAntosiewicz)?! 涉及 RE. EARS (Kalman) 等 
人 把 马 塞 尔 在 1955 年 的 一 篇 文章 中 总 结 的 稳定 性 概念 文 进 行 了 
4398. 亚 这 里 我 们 就 来 介绍 目前 在 常 微 分 方程 稳定 性 理论 研究 中 
所 出 现 的 各 种 稳定 性 的 定义 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 。 应 当 说 这 
些 定义 都 是 在 李 雅 普 诺 夫 稳 定性 概念 的 基础 上 发 展 起 来 的 .这 出 
附带 的 说 一 句 ， 在 近代 工程 实际 工作 涛 以 及 大 于 的 文献 中 所 提 到 
的 动力 系统 的 平衡 态 ,或 微分 方程 的 平凡 解 , 以 及 在 第 一 章 中 所 说 
的 未 被 扰动 运动 等 部 是 指 的 同一 件 事 .。 为 了 方便 起 见 , 根据 我 们 
的 情况 , 既 采 用 向 量 和 矩阵 来 表示 ,必要 时 亦 采 用 分 量 来 表示 . 

dx Z (x), (3.1) 

dt 


这 里 x,f BERETELEEEEUBG CRUR (0, x) 是 在 其 个 集合 

7 XS 一 【05X)ERR X R”; >r 0, lel] r} 
JE A&AEX BER HEC, x) BOE n 维 欧 氏 空间 
R”, 

BHAE U, x) 总 假定 在 集 台 xs 上 是 充分 地 光滑 ,使 

得 经 过 任 一 点 (wo, x0) ET X 5, 方程 (3.1) 痢 存 在 唯一 的 解 
x = pl; xe, 5), 
对 所 有 (22 o JOE YE SOROR Cos x. H 
xz |: P(t; Xo, 4) = xy. 

一 般 总 假定 (0, 0 0, 1€ 1, Bx 一 0 E272 (11) 的 平 
凡 解 ， 此 和 解 亦 可 称 为 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 ， 107g x — x55 或 
称 为 扰动 运动 方程 (3.1) BORA SUSAN. 

定义 3.1: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 +。 是 稳定 的 ,如 果 对 任意 
实数 e > 0, 存在 实数 8(6, 4) > 0, 使 得 当 jim — x l| 委 3 时 ,对 
BUR 1 > n WA 

[gts xo; n) 一 xi < E, 

1E B ZE ST TROSE ES PEERS B CR 25 o tT er TEE ) 叙述 李 

雅 普 诺 去 稳定 性 定义 时 已 指出 的 那样 , 对 非 自 治 系 统 G.1) 的 这 
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个 李 雅 普 诺 夫 稳 定 件 要 念 ,仍然 是 一 个 馈 部 概念 , 它 涉及 到 在 平衡 
态 附 近 的 特性 ,因为 我 们 事先 并 不 知道 如 何 选择 小 的 5. 当然 这 里 
的 6 与 自治 系统 情况 下 的 8 有 一 个 明显 不 同 之 处 ,就 是 这 里 初始 
抗 动 范围 的 大 小 确定 与 初始 时 间 的 大 小 有 关 , BD 8 m (6, 0). 
根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 可 以 
ow 捐 出 下 列 事实 : 如 果 在 某 一 个 初始 时 刻 
4 S 存在 着 稳定 性 《也 就 是 能 找到 如 此 小 
:> 的 6 一 aCe, n)), 那 末 只 要 所 有 的 运动 
对 初始 状态 都 是 连续 的 ， 就 会 在 任何 时 
刻 都 存在 着 稳定 性 ， 
WE: 就 0<a<a 的 情况 来 讨论 (对 
n> n BRENT RAMURE), e 
Ox, h, to) = maxl]o(r; zis 5) — rl. 
M zx = x, 即 把 初始 值 取 在 平衡 态 x. 上 , 因此 有 OCs h, t) 一 
0. 由 于 假定 动态 系统 (3.1) 在 时 刻 存在 着 稳定 性 , 所 以 。 任 给 
e > 0, 都 存在 着 3 [= BCe, 4) > 0, {E4 xo — x o EB, AUT 
所 有 > r BER 
les tos) — x l| E Eo 
vp ts de eoe MER E RARE, ANTO Cs 6, 8) 在 六 点 是 
连续 的 , 因此 对 给 定 的 5 — 5 (6, 5) 27 0, AAD vm v Ce, 
5), £9. EA la 一 xl] m (0, 6) FT, WE n rmn 时 就 会 有 
fles x, 22 — x < 5C, t). 
因此 最 终 得 到 在 所 有 : 之 立时 ,有 
lels sis £6) — x e CE 16). 
在 许多 实际 问题 的 应 用 中 ， 感 兴趣 的 还 是 下 述 李 雅 普 诺 夫 的 
渐 近 稳定 竺 概念 , 也 就 是 在 受到 任何 小 的 初始 扰动 之 后 , G1) 
确定 的 运动 仍 回 到 平衡 状态 . 
定义 3.2: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 x 是 渐 近 稳定 的 ,如果 
O EAR x, 是 稳定 的 ; 
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B15. 稳定 性 定义 


(i) 充分 接近 x 开始 的 每 个 运动 , 当 :一 十 co 时 都 收 伍 到 
x. 换 句 话 说 ,存在 某 个 常数 rG) > 0, 并 且 对 每 个 实数 下 盖 0， 
存在 相应 的 实数 T (n, Xos t), ETÀ fro — zj & 7 Co), 对 所 有 
t2 htTRA 
pCt; xo, 2) — xl s y COLE 17). 


5k TOR) 


E 17 


r4) EME PNE TRAE ER ERU SERAIS , — Rr VEG UE 
稳定 性 区 域 的 范围 Ce, n) ER. BEEE HANE E P0738 
一 个 局 部 概念 。 事 先 我 们 并 不 知道 r() 有 多 小 。 如 果 动 态 系统 
(3.1) 的 平衡 态 是 浙 近 稳定 , 那 末 由 jx; — xul 过 jx。 vll 就 意味 
着 对 任何 & 和 和 有 TCp, x, 68) < T Cn, x 1)， 这 是 因为 初始 
状态 Gn, 8) 位 于 初始 状态 (xu, %) 的 范围 之 内 ,既然 平衡 态 是 浙 近 
稳定 ， 那 末 从 离 r 相同 的 距离 开始 的 所 有 运动 在 任意 长 的 了 时间 
里 ,这 些 运 动 与 x, 的 距离 者 不 能 比 & 大 .5 是 揣 给 运动 (13 Xo, 6) 
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在 随 普 “的 逐渐 增 大 时 , 它 趋向 平衡 态 二 的 演变 过 程 . AET E 
见 与 & 有 关 , 当 4 上 取得 愈 小 对 , TC) 值 就 要 取得 大 才能 保证 运动 
进入 半径 为 us DL c 轴 为 中 心 轴 的 圆 简 肉 。 为 了 更 好 地 把 这 一 点 
说 消 , 这 就 束 引 出 马赛 尔 钙 的 定义 ， 

定义 3.3: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 是 等 度 渐 近 稳 定 的 , 如 果 

{i) 平衡 态 x 是 稳定 的 ; 

(Gi) 14 z Xf x 而 一 致 地 趋 于 无 穷 时 , 《3.1) 的 每 人 运动 都 收 
化 到 x, o 贷 甸 话说， 就 是 在 定义 3.2 PAI T (ps Xo, 0) = T (n. 
Tto), 2), FU T BAG ELA u, n 而 定 ; 也 就 是 说 ， 只 要 初始 值 
2 位 于 xc 的 充分 小 邻 域 册 ,经 过 时 间 了 一 了 (za) 后 ,运动 eC 
Xy, 4) 就 进入 半径 为 4、 以: 轴 为 中 心 加 的 娘 简 内 , 多 图 18. “等 
度 ” 性 就 体现 在 对 一 切 充 分 小 的 初始 值 xs, 由 它们 出 发 的 积分 df 

线 , ETE (m. 都 会 进 信 上述 半 径 为 上, UI t gh 

为 中 心 辑 的 四 简 内 . 


foc Tp, t) 
图 18 
MEREN 3.2 和 3.3 的 完整 忻 来 看 , AREG AH, 就 
是 二 者 都 首先 假设 定义 3.1 成 立 。 这 一 点 从 下 列 例 题 可 清楚 地 看 
出 .。 些 外 我 们 从 这 两 个 定义 比较 的 过 程 中 亦 可 进一步 看 出 定义 
32 REZ ETERA. 
SÍER: ABARREK r — (7,0), 0 & r «00, 0 02 R 
示 二 阶 动态 系统 
一 (此 0: 2 20 


gC(0, £) 
ó -— 06, 
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其 中 


e, .sin 79 D I 
g(0,0-7 sin'ó + ü — Tdwóy * D? 


考虑 初 值 为 名) = n, iin 一 RERE, 
dr dg wr Lg(0. 0) A 
r £ mo Fa gC0o, 10) poete 
FAUTES, B8 
FICA LE 
TULED Cro, 60 的 连续 函数 。 由 于 lim g(8, 1) —9, IN 


此 沿 着 8 — 的 方向 ,我 们 有 
lm r (2) = lim (tu) g(8, £) =p, 


$ 


这 就 说 明 解 ror (满足 定义 3.2 的 第 二 个 条 件 , 那 末 是 否 由 此 就 
保证 方程 的 平凡 解 > = 0 就 是 稳定 的 呢 ? 也 就 是 说 , 任 给 e 0, 
是 否 存 在 实数 =le, S), 使 当 [ro] o FRAR £2 o ik 
Hrs Oas ro 10)| s e áo 回答 是 否定 的 . 


r = 


因为 当 取 a= 时 ， 
6, 1 1 
&, : .Sn ea 二 一 一 一 一 人 
e (5, n) 一 sin48。 + (1 — z,sin/,Y FEET sin'6, 
sinte 


Ha> ix M, g(0,, 4) - co。 这 就 是 说 , 没 着 射线 0 一 tr S 
Xl, r = (e) g (s, 0) 可 以 取 到 任意 大 的 数值 , 因此 广 
£ (Oos 10) 


程 的 平凡 解 + 一 0 是 不 稳定 的 ， 所 以 仅仅 满足 定义 2 的 第 二 个 条 
fh. daas aM deir 
其 次 ， 从 这 个 例题 可 看 出 没 着 射线 和 一 ta HA, ER ER 
TCE, ro, y, &)L = TC, Xo, t) l 在 re6 处 不 连续 . 这 就 说 明 
了 由 李 雅 普 诺 夫 渐 近 稳定 性 定义 中 之 第 二 个 条 件 ， 并 不 能 推出 马 
塞 尔 的 等 度 渐 近 稳定 性 定义 的 第 二 个 条 件 . 
但 是 ,在 通常 保证 解 对 初 值 连续 依赖 的 条 什 下 ,就 可 由 等 度 渐 
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近 稳 定性 定义 ( 即 定 义 3.3) 的 第 二 个 条 件 导 册 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 
的 稳定 性 . 
Sic EXER m n t TCE, rC), n), 定义 
AQo, t, T) - max e (i5 xo, 10) — rell, 

E29 SE BE WIIEfE PERS ES cho ER” 性 EP ode T HE 
BUORIKSUCD xo。 由 解 对 初 情 的 连续 依赖 性 ， 知 1 dE x 一 x 时 连 
续 , 任 给 6 > 0, 部 可 找到 3 一 多 5, 8). [805 [y 一 xc 和 5 时 :对 
所 有 

hEr nt TIE, r, za， 就 有 
pl: xy. 42 — rd < e. 
因为 等 度 渐 近 稳定 性 定义 3.3 的 第 二 个 条 件 说 明了 了 的 选取 与 x。 
无 关 , 因 此 对 一 切 (zm on ER 
plz: to, 49) 一 x, 一 =， 
这 就 是 李 牙 普 诺 夫 普 义 下 的 平衡 态 之 稳定 性 . 

而 由 等 度 渐 近 稳定 性 定义 3.3 可 以 推出 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 
渐 近 稳定 ,这 一 点 是 显然 的 . 

定理 : 如 果 动 态 系统 是 线性 的 ， 也 就 是 方程 的 右 端 是 变 元 > 
的 线性 冰 数 ,其 系数 是 + 的 连续 晒 数 , 则 在 这 种 情况 下 李 雅 普 诺 夫 
意义 下 的 渐 近 稳定 性 ( 即 定 义 3.2) 和 等 度 潜 近 稳定 性 ( 即 定义 3.3) 
二 者 是 等 价 的 . 

dE: 事实 上 ， 如 果 xQ-— yx CERRO, WATR RAEM 
言 ,根据 解 的 存在 唯一 性 知 , 对 一 切 6 88D o0: y A o5 
x。 如 )。 所 以 当 平 衡 态 是 新 近 稳 定时 ,总 任 在 一 个 数 > (n) > 0, 使 
当 [Les] s ro) 时 ,就 有 Im (ix, 10) = 0, 因此 就 有 


T(r, X, PDE < maxT (u, Erl), t), 
F = 加 + maxT (u, Xr(n), fy), 


lelt, xo, 5) 一 xl < n. 


线性 系统 的 另 一 个 重要 特性 。 即 稳定 性 和 初始 状态 与 平衡 态 
zx 之 间 的 距离 无 关 。 从 而 导致 了 大 范围 渐 近 稳定 性 的 概念 . 

定义 3.4; 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 x: 是 大 范围 渐 近 稳定 ， 
a 

《iD 它 是 稳定 的 ; 

(i) 当 一 co 时 ,每 一 个 运动 都 收 化 到 x, 即 对 jjxo S n (Cr 
是 固定 的 ,但 可 以 充分 大 ) 的 每 一 个 运动 都 一 致 收敛 到 x 

而 在 定义 3.3 中 所 说 的 “等 度 * 人 性 是 体现 在 Tpy, r(82. 82 的 
选取 与 xy EXE, 所 以 大 范围 渐 近 稳定 性 就 是 大 范围 等 度 浙 近 稳 
定性 . 

对 于 线性 动态 系统 而 言 , 平衡 态 x 的 等 虐 浙 近 稳 定性 和 关 范 
国 的 渐 近 稳定 性 二 者 是 等 价 的 。 

如 果 存 在 其 个 常数 B(xo, b), [51359 — UL £2 ille Gin. 
W « B, 则 对 每 个 x, o. 运动 都 是 有 界 的 ， 如 果 对 一 切 üxel 所 
r, B(X, b) S BCO, s), 则 运动 是 等 度 有 办 的、 正如 前 面 已 指出 
的 郝 样 ， 即 上 这 的 大 范 国 渐 近 稳 定 竹 和 大 范围 等 庶 渐 近 稳 定性 都 
包含 有 这 些 狂 质 。 

如 果 芳 虑 的 动态 系统 是 自治 的 ， 即 方程 (3.1) 的 右 端 不 显 含 
BTE: 则 上 述 定 义 中 的 5,+、T 痢 不 依赖 于 S. 这 就 学 致 子平 
衡 态 的 一 致 稳定 人 性 概念 ， 

EXIS: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 + 是 一 致 稳定 的 ,如 果 对 
任 给 一 实数 > 0, 者 可 找到 一 个 只 依赖 于 8 而 与 无 关 的 数 
8 = 5(6) > 0, 使 当 

[xo — zol « 8€8) 
有 时 ,对 所 有 :之 s EDT 
[qp Crs xs, h) 一 zell <E, 
ELN, BRA EEEE 0 不 依赖 于 “的 那 种 稳定 性 . 

例如 像 便 配 劳 虑 过 的 自治 系统 的 稳定 狂 ， 自 然 就 是 一 致 稳定 

性 。 正 如 在 第 一 章 我 们 证 阳 自 治 系 统 的 平衡 态 的 稳定 性 和 渐 近 移 
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定性 的 区 个 主要 定理 时 所 见 到 的 那 洋 ,初始 扰动 范 用 5 的 确定 ,只 
与 给 定 的 8 有关 ,而 与 初始 时 刻 y BUSCO. 

定义 3.6: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 x 是 一 笋 渐 近 稳定 的 ,她 
p 

G) 平衡 态 x, 是 一 致 稳定 的 ; 

GD 且 存 在 一 个 x > 盖 0， 对 每 个 给 定 的 a0, BAAR 
EET TO, ul] € ro, t 实 0 时 ,就 能 推出 对 所 有 hot 
Tl), A 

ples zo, 6) — xl < g 

"FiÉUBIB ETE A REEM E RRE A 
定性 定义 之 间 的 一 个 关系 . 

定理 : 如 果 渐 近 稳 定性 和 等 度 渐 近 稳 定性 对 都 是 一 致 的 ， 
那 末 它们 是 等 价 的 ， 

证 : 事实 上 , 任 取 0, 由 于 二 者 都 是 一 致 浙 近 稳 定性 . 所 
以 存在 某 个 相应 的 8 一 38(x) > 0。 我 们 现在 就 来 浇 虑 渐 近 稳定 
性 的 初始 拢 动 区 域 

leo 一 * 下 和 >， 
”7 是 共 个 正 的 常数 。 问题 就 在 于 对 这 个 初始 扰动 区 域 , 是 否 能 找 
到 一 个 共同 的 了 一 了 工 (mrz)(《 它 只 与 wy 有 关 , 而 与 初始 点 xs 的 
选取 无 关 ), 使 得 从 此 区 域内 任何 一 点 出 发 的 积分 曲线 , 在 经 过 同 
一 个 村 人 TC, r) 后 ， 就 进入 以 : 轴 为 中 心 轴 、5 为 半径 的 贺 柱 
内 ?如 果 能 办 到 这 一 点 、 那 末 我 们 就 从 一 致 渐 近 稳定 性 导出 了 一 
致 等 度 渐 近 稳 定性 . 
下 面 就 米 找 出 这 个 共同 的 T(x, +). 
由 于 假定 平衡 态 x, 的 渐 近 稳定 性 对 是 一 致 的 , 所 以 任 给 


ec È o 可 以 找到 一 个 了 一 了 (之 ,zx) ,使 得 从 初始 点 为 出 


发 的 积分 曲线 在 所 有 
让 各 十 r (2, x) 
2 
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时 ,都 有 
le C zos 8) — xil <2, 


再 根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 故 存在 x, EDRR U Ge , 使 
£24 yy 在 邻 域 U(xo) 中 RU) 


è 
le(s + T(Ž, x); s 4) nn 


这 样 一 来 ,根据 一 致 新近 稳定 性 的 定义 知 , 从 初始 点 加 出 发 的 每 一 
个 运动 , EAN t > 5 + Tu, x) 的 时 间 后 ， 它 始终 保持 在 与 过 
的 距离 至 多 为 上 的 洪 转 内. 

因为 集合 [xe — zl mor 是 紧 致 的 ,所 以 它 能 够 被 有 限 个 确定 
RIR U Ca), AVES 

U (xw), U (x) 477** »U Xy) 

HEB iR Age Uaa), 都 存 在 一 个 相应 的 了 (全, xa) IR 
我 们 规定 
max ir (Sz) = Tu, r) « oc, 


这 样 的 T(x, r) 就 与 初始 值 x 的 选 泽 无 关 . 因此 任 给 n0, 
都 可 找到 6 一 blu), EEH fx — xd] 8, EM c 
T(n, r) 就 总 有 


pls xo 2 — xl < g 
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这 就 体现 了 平衡 态 x. 之 稳定 性 的 “等 度 ” Pb, 所 以 最 终 我 们 可 以 
说 平衡 态 在 一 致 渐 近 稳定 的 情况 下 ， 它 也 是 一 致 等 度 渐 近 稳 定 
的 . 
反 过 来 由 一 致 等 度 渐 近 稳 定 丝 推出 一 致 渐 近 稳定 性 ， 这 是 亚 
丙 以 我 们 亦 可 定义 平衡 态 的 一 致 渐 近 稳定 性 ,就 是 使 95， T 
不 依赖 的 等 度 渐 近 稳 定性 . 
例题 : 芳 虑 一 个 一 阶 线性 系统 
£ = (Atsinr — 26)x, 
由 分 离 变 最 法 积分 得 
x = plt, xo, 79) = xeexp[4 sin? 一 4#cosz 
— £ — 4 sinta + 415cos t + £2], 
8j 5,25 6 — oo 时 , | rs ro, o)l — 0 XHEDERS a 1 
[xo] <r C >0 是 某 个 常数 ) 
是 一 致 地 成 立 的 ， 
但 这 并 不 能 说 明 系 统 的 平衡 态 x 一 0 就 是 一 致 稳定 的 ， 事 
实 上 , 当 取 一 (2 1)z.52nx Hj, 

x = p[ (25 十 1)z，xo, 2na] 一 xoexp [x(4 — x) (4n t+ 1)1. 
PRG 34 19 — oo 时 ,还 函数 值 pf On 十 1)x, xo, 20x1 亦 无 限 地 增 
大 ,所 以 系统 的 平衡 态 不 是 一 致 稳定 。 其 所 以 不 一 致 稳定 ,主要 因 
方程 的 解 不 是 一 致 育 界 的 。 这 就 导致 了 下 面 大 范围 一 致 浙 近 稳定 
性 的 概念 . 

定义 3.7: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 x 是 大 范围 一 致 新 近 13 
定 的 ,如 果 

O 它 是 一 致 稳定 的 ; 

GD 方程 (3.1) 的 所 有 解 都 是 一 致 有 界 . 即 任 给 数 > 2 0. 在 
在 其 个 BC) > 0, fA [xo 一 xl 和 时 , 则 对 一 切 :之 为 就 有 

les tos t) — xl BCO: 

(i) HE GD 的 每 一 运动 (2 xo, 19) 随 着 1: 一品 时 ,对 

t 利 任 意 固 定 的 rieo — rd r2 HE EORR SCIES xe 
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也 即 是 说 , Ef r0 005 2 0, dE EAE T (nr). 使 得 当 
|xo — xl sr FRNA t > rot Tlu r) 就 有 
lC xo. fo) 一 xl sm e. 

定义 3.8: 动态 系统 (3.1) 的 平衡 态 x, 是 按 指数 浙 近 稳定 ,如 
果 存 在 一 个 > > 0, AHER e > 0, 都 有 一 个 8 一 5(8) — 0, 使 得 
24 n € £, [xo — ll 筷 6 时 ,对 所 有 +z 22 名 就 总 有 

les xas 10) 一 xl s &eexpL —»G — 121. 

例如 ,对 于 常 系数 线性 方程 组 而 言 ,如 果 它 的 零 解 是 按 指数 渐 
近 稳 定 , 那 未 其 零 解 就 是 大 范围 一 致 新 近 稳 定 ， 

下 面 我 们 来 谈 谈 各 种 稳定 性 定义 之 闫 的 关系 . 首先 应 指出 
的 , 就 是 .上述 渐 近 稳定 性 概念 中 最 重要 的 是 一 致 浙 近 稳定 性 。 其 
次 我 们 立即 看 出 下 列 结论 显然 成 立 . 

G) 指数 渐 近 稳定 之 一 致 浙 近 稳定 之 一 致 稳定 之 李 雅 普 诺 夫 
意义 十 的 稳定 ; 

(2) 指数 渐 近 稳定 > 一 致 浙 近 稳定 二 一 致 等 度 渐 近 稳定 之 等 


(周期 系统 》 
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度 渐 近 稳定 过 本 路 普 诺 夫 意 义 下 的 渐 近 稳定 过 李 雅 普 诺 大 意义 下 
RUE S 

(3) XB E — SEBDELISGE 9 AGGULESL AR BEN a E> AA 
近 稳 定之 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 渐 近 稳定 ; 

《4) 大 范围 一 致 浙 近 稳定 之 大 范围 等 度 渐 近 稳定 — 等 度 渐 
近 稳 定之 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 渐 近 稳定 。- 

入 下 我 们 进一步 的 论证 各 种 稳定 性 概念 之 癌 的 关系 . 

定理 3.1; ”如果 f(z, x) 在 集合 1 XS {0G,x)éR XR", 
£280, lel] m n) ER EIE 

fé. x0 — fG. x2 s M lis — xil. 

其 中 对 是 唯一 的 一 个 李 氏 常数 , 则 由 平衡 态 x, 069 — 805 SEES 
定性 之 一 致 浙 近 稳定 性 . 

WE: (EAR s > 0, 我 们 取 Ce) = 6 - 679, p leo — zl < 
aCe) 所 确定 的 (3.1) 之 解 x 一 ers xs t) 满足 下 列 估 值 : 


PS Xos 10) = Xa 十 fr, g(rs n. n), 
les a. sl < dl + P Gs PCs #0 40) 


—fG. Olar < loll + M |. Ces m. har. 
HRR IRR- RE (Gronwall-Bellman )!*! 5] BR A1] 


e Ces zos 292 || x [xol] e 7. 
AC xm rmn Te) 时 ， 
Jel Xos f) Hi < BeMTE) = ge MIG) E. PLI cm E. 
因为 假定 了 平 入 态 是 一 致 等 凤 浙 近 稳 定 ， 知 存在 一 个 (e), 
(EA [xol] 二 5, fo = 0. GEREHDSBUE t > f + TO) E llo Cr: r 
如)] < s. XX 8 8Ce) PARERS £8 I] 2l 4o 无关, 平衡 态 是 一 
SURGE, ER EOERSUGSBIEDHISSOETSE, BrDLE fx Jé— Sul md 
iE. : 
定理 3.2: 如果 FG, x) 是 :的 周期 函数 , SX FOL x) 是 不 豆 
& 1, 则 由 平衡 态 x 的 稳定 性 之 平衡 态 x 的 一 致 稳定 性 。 
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证 : 对 于 fü.) 不 显 食 上 的 情形 ,定理 显然 或 立 . 现 就 f(z， 
x) 3t ot B RREAXUEDUOK TIE. DORER 1. 到 f(z 十 1、 
x)= fU, x). HEN: 如 果 平 衡 态 x 仅仅 是 稳定 。 不 是 一 致 
稳定 的 话 , IRMA £ > 0 和 和 序列 Xor -> 0, tons fas fon 过 ty 使 得 

[plat xoss tondi 之 €. 
GIB ro = tos — [toe]. (lio) 表示 ton 的 最 去 整数 部 分 )， 
Ta = in [fy] Z8 Tons 
由 于 周期 为 1, i 
prs Kon, Ton) 一 Cr, Dl iXo s Ton 
H [in I) 一 eu Xs tor)» 
lpCrus Xans Tondil = lp tas tons 10421 Z7 E. 
TR 3RUEDOS O HREIN AEE ISSUE T Xot, 知 解 x eC, 
Xo, ; To.) 对 充分 大 的 了 是 存在 , 且 越 于 零 ;可 是 另 一 方面 我 们 有 
leas tins 092] = lC, xo» wl S €. 
这 就 与 平衡 态 x 是 稳定 的 假设 矛盾 . 故 系统 的 平衡 态 是 一 致 稳 
EH. 

定理 3.3: 如 果 FU, x) E l ANAR, REG, x) 是 不 显 
E Wa FASIA RE FE = EER E E, 

证 : 对 于 (3.1) JÉBUGGAEEMI, FEREARE TFH fa 
EHRE- AANE. DELOUSEHEDOSE DER Bec TETE. te 
仍 假定 周期 为 1。 组 于 平衡 态 是 在 李 雅 普 诺 夫 意 义 下 的 渐 近 稳定 
性 ,因此 存在 一 个 51> 0, 使 当 [oll < 51 时 , 就 有 

lim p(z; xy, 0) — 0, 


根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 知 , 对 任 给 50, 都 存在 一 个 o7 0, 
使 当 fell e 855,0 «1:91. 就 可 推出 : KA x Gin) 在 
s Sn LFE, 且 有 
CO: xo; zoll < dr 
如 果 平 衡 态 不 是 一 到 新近 稳定 ， 那 末 对 每 一 个 > (前 
面 所 定义 的 ) ,都 存在 & > 0 RIFEZI tons 2055 Tao 使 当 ronl! Sdo 
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T, — oo 时 ,就 有 
Go, + Tas Xon» ton) 有 > E 
点 列 (xe 存在 一 个 聚 点 xe. leol < 60; 数列 ro fe. 一 [io 
有 一 个 聚 点 zo, 0 ueni. 根据 6 的 定义 知 xi — (0; xo, ro) 
存在 且 lal < 51. 因为 平衡 态 是 渐 近 稳定 ,所 以 存在 一 个 整数 NN， 
使 得 
le (N, zos 9] = lo QV, mi, OJ < 59. 


这 里 (e) 是 在 上 一 个 定理 中 刻画 平衡 态 一 致 稳定 的 一 个 特征 未 
XX ,因为 由 定理 3.2 知 此 时 平衡 态 的 稳定 性 就 是 一 致 稳定 性 , 根据 
解 对 初 值 的 连续 依赖 性 知 ,如 采 六 足够 大 时 ,就 有 
PCN; xo,» Toll < (E), 

PHR EOI — BEEN 

[Ces toss rw)] = [pC + Ltonls xon,s tos + Cion t) 

= lpr + Ltsl; xo» tond] < e, Hr ZN. 
而 这 一 点 与 
lolio H Tas tons tondi > £, 24 T, — co 时 

相 矛 盾 ,所 以 平 街 态 是 一 致 浙 近 稳定 的 . 

定理 3.4: 如 果 上 是 线性 的 , 则 由 平衡 态 的 一 致 类 近 稳 定性 之 
指数 渐 近 稳定 . 

dE: 由 于 假定 fG. x) 一 4 (z)x、 相 应 的 我 们 考虑 矩阵 方程 

dX 


一 一 = A X, 
di u 


此 矩阵 方程 有 解 

X = Qt; xo, 19) = RG) RCo), 
其 中 RG) 是 上 短 阵 方程 具有 初始 条 件 RC0) 一 工作 是 单位 矩阵 ) 
的 一 个 解 . 根据 平衡 态 的 一 致 稳定 性 知 ,对 某 一 个 固定 s > 0, 者 
TETE 8 = a Cea) > 0, 使 当 1 之 wo 时 就 有 


ROR l < o =N], 


再 根据 平衡 态 的 一 致 新 近 稳 定性 , 对 给 AE a (go) ， 都 存在 一 
^ e T (E 8 Cd), 使 当 :1 实 避 十 r (ale) 时 有 


IR C) R7 G9 < L 
所 以 当 >rt nT (Ea) 0 m0, 1,2, 2 Ri, BER 
[RG) R< s. N. 


如 果 我 们 取 =E, Spp 
r(i (s) 


IR CO R7 G2I < - = 2N 


T 


« 2N 一 2Nexp(—»t — &) 
BT 
RC R^! Go) < 2Nexp (~r — t) 2 Z5 19 25 0. 
这 就 说 明了 平衡 态 按 指数 渐 近 稳定 . 
下 面 举 几 个 例题 来 说 明 : 
例 3.1: 平衡 态 的 一 致 稳定 性 并 不 能 由 等 度 渐 近 稳定 性 推出 ， 
甚至 在 系数 有 算 的 一 阶 线性 方程 的 情况 下 也 不 一 定 能 做 到 这 点 . 
$ - —[13 + 12 sin log (7 十 1) 
+ 12:G 4-1) ^!'cos log (4 + 1)]r, 
这 个 方程 的 通 积分 是 
XH) == x(o)expí —[13 + 12 sin log (z + 1516); 
gi 
IxCO | s [xColexpC—0 = Jelole 
任 给 e > 0,38 His 2-0, 使 当 1x (0)] < 8C) a 则 对 


所 有 + >T = log Z, 就 有 rG) | «6077 


=3 E 


Ko i 


. $i + 


这 里 的 了 显 见 与 初始 点 x 的 选取 无 关 , 故 方程 的 立 凡 解 二 一 0 是 
但 如 果 我 们 选取 


fn = exp [e 04] —1, 


Z5, exp |n 十 »2| —1, 
我 们 有 
za = x(0) epf- [i5 4-12 sin (4n + pz] » 
= x(o)exp( —251,) , 
x, x(o)exp ELE T 12 sin (4s + 3) H 5 
= x(o)exp( —1,j. 
[4 
r 
xL/x,7 expl — z, + 251,] = exp fı — exp | Gn 43) 三 | 


十 25cxp | Cin +1) ee 25} 


=a exo[ Q5 — e£") exp |o +1) 三 | 一 24}, 


注意 


er = gU) 


, 
, x 
lim = = co, 
Ho Xn 


此 航 限 关系 说 明了 : 与 初始 时 间 如 选取 无 关 的 初始 抗 动 范 围 
6 一 sle) 足 不 在 在 的 ， 改 平衡 态 不 是 一 至 稳定 ， 
例 3.2: —SUBL auc TERRE E — 9x S BE ÉL XLISGE Be TEE UB , 
甚至 对 一 阶 线性 方程 亦 是 如 此 ， 著 虑 
= (6t sin: — 22)x, 
此 方程 的 和 通 积 分 是 
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x = x(o)exp{(6sini — 61cosz — 1), 
M TIAE T SION RIE 
Ž exp(6sin£ — 6tcost — £! — 6 sin sg + tgcostg + £1) 
Xa 
< exp[I2 + 6G + £9) — £g +A] 
= exp[12 + (1 + 8)6 — £ + 59)] 
< expli? + (T + 25) (6 — T)] 
== exp[12 + T(6 — T) — 24(T — 6)] 
< exp[12 + T(6 — T)1. 
AUR T = T(s) 取得 充分 大 ,就 会 使 
expL12 + T(6 — T)] < s, 
BIR T = T(e) 3-F (21 — loge), 就 有 x/xo-— e, 这 就 说 明 
了 存在 一 个 50 > 0, 使 得 对 于 每 一 个 6 > 0, 总 有 一 个 只 与 5 DX 
HI T = T (e) 存 存 ,， 当 xolf < so 70 22 0, HRE 1 2 at TCE) 
leGs xo» 821] — E, 
BF DJ 3 SE BÉ t AM CASE TE ERR TRE 
TÆ, ETC A, mm wx 时 ,就 有 
T == exp[6 sin (25 + 1)» — 6(2n + 1)xcos(22 + 1)x 
2n 
— (2n + 1Yx? — 6sin næ + 6(2nx) cos2nx 
+ (2nz)!] = exp[6(2n + 1)æ + 6(2nz) | 
+ Qnr) — (2n + 1Y] = exp[24rz 
十 6x + Anis! — An? — Anz) — n] 
= exp[ (6 — s)C4n + 12x], 


故 lim ZH 一 十 oo。 
这 就 说 明了 系统 的 平衡 态 不 是 一 致 稳定 ， 当 然 也 就 不 可 能 是 
一 致 渐 近 稳定 . 


例 3.3: 指数 渐 近 稳定 性 不 能 由 一 致 浙 近 稳定 性 扒 出 , 蓉 至 对 
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右 端 是 解析 的 一 阶 方程 也 不 一 定 能 做 到 这 点 . 
75 
分 离 变量 积分 得 x7 — x m926—8, 
x= rol 十 2 一 二 )] 一 i 
lim rD = limxol 1 十 2xi(z 一 Sa = 
任 给 s 220, Rale) 一 一 = 一 二 一 一 - 0, 使 当 lel < 
v1— 2eT(e) 
Sle), 总 存在 T(E)， 使 对 所 有 1j TS) 时 ,就 有 
Ves xo, 10)1 < e. 
所 以 系统 的 平衡 态 是 一 致 浙 近 稳定 的 、 可 是 解 的 表达 式 帮 然 
不 是 : 的 指数 函数 ,因此 平衡 态 当然 就 不 是 按 指数 渐 近 稳定 的 . 
例 3.4: 等 度 渐 近 稳定 性 不 能 由 渐 近 稳定 性 排出 
ZEMRE C, p) 表示 的 二 阶 微 分 方程 组 


; mi ES S 一 0. 
y ti, p) 
其 中 
sin'g 1 1 a 
gG p) = sin*p + (1 — tsin x 1 + sinp 1 4 £67 


pom eg, Po) > P 7 qo, C>) 是 任意 和 常数 
当 取 po = x. 则 解 为 
r =a cg (1, kr) "c, 


arae V 


如 果 Po Es Rx, Ik žo ma m * up rp cin 
0 


sin ‘po 1 : 
FARNE opere E 
BG, po) 一 开 Vp — sing? 1 二 sin I+” 
ENUNC IMMUNE uM 
1 — d» ET 


A ! TE Me ) 
VUE (ow) 1-5 Ite 


> P = Puh 
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显现 在 mo 一 大 或 po = kx 这 两 称 措 况 下 ,我 们 者 有 
lim > (zr) D, 
所 以 系统 的 平衡 态 是 渐 近 稳定 的 . 
可 是 , 当 我 们 把 初始 角 es 取得 充分 接近 kx 时 , 解 在 :一 如 时 
为 


ro, 


rto 一 (t T qa 


要 注意 , HITS; Xl s RR ， 当 qo 充分 接近 kx hf, to 要 


多 大 就 有 多 大 .， 因此 在 这 种 情况 下 根本 不 存在 = T), 使 当 
r> TCE) 时 , 解 + 一 GD 就 进入 事先 给 定 的 以 zt 黑 为 中 心 轴 、5 
为 半径 的 圆 简 内 . 

所 以 系统 的 平衡 态 不 具有 等 度 渐 近 稳 定性 


$4. 稳定 性 与 李 雅 普 诺 夫 函 数 之 问 关系 的 若干 主要 结果 


在 这 节 我 们 就 转 人 讨论 上 述 各 种 不 同类 型 的 稳定 性 概念 和 满 
足 一 定 条 件 的 李 雅 芒 诺 夫 冰 数 之 问 的 关系 。 为 了 系统 ,完整 起 见 
我 们 仍 简单 扼要 的 介绍 一 些 主要 的 结果 ， 

假定 VG. x) 是 一 个 实 的 纯 嚼 函数, 它 在 集合 

IQ X Sm {(t, x) € R X R” Z 6 0, [jell — rol 
上 有 定义 ;对 任意 x € So Ve, x) 在 Io 下 连续 , 且 VG,0) 王 0 在 
lb ERYS VG, x) 满足 李 浦 希 兹 条 件 : 即 对 集合 的 任意 两 点 
Xi€ Sos x; € So, 都 有 
[VG , xD — VG. xD s& Ela — zi: 

工 是 一 个 与 定义 区 域 有 关 的 正常 数 , 0x «ioo 此 时 我 们 就 
把 函数 了 的 这 种 性 质 记 为 Fe Co AUR V G, x) 对 所 有 的 变 元 有 
一 致 有 界 的 一 阶 连 续 偏 导数 , 我 们 就 记 为 Ye C1, FR Di E. 

为 了 使 我 们 的 讨论 方便 起 见 ,我 们 把 fG, x) 与 V(t, x) XE 
义 的 、 包 含 原点 x ~ o 的 共同 邻 域 记 为 N 一 {x € S45, lelle}, 
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p> 0 是 一 容 数 ， bN =I = 1T, oo), Tg Z2 0. 

BARE HHA VCO, x) 的 定 号 性 已 有 了 定义 ， 但 是 
为 了 我 们 在 下 面 证 明定 理 冉 的 方 使 起 见 ， 我 们 把 苑 数 耻 的 定 扎 性 
定义 换 成 另 一 种 形式 来 叙述 . 

XX 413: ARVU, x) ERO I XN 上 是 正定 的 ， 如 果 任 
给 8&2 0,0-&6- p, RAÍFIE— I u= ale) > 0, Æ% rel, 
e « Jix[| < o FT, Sida VG, x) => ule). 

同 理 我 们 可 定义 函数 了 (zt x) 在 集合 1 XN 上 是 负 定 的 , 如 
果 一 V(z, xz) 在 了 xm 上 是 正定 的 话 . 

定义 4.2: Sco EV (6, x) 被 称 为 动态 系统 


A - fü. x) (1) 


在 集合 1 XN 上 有 定义 的 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,如果 它 满足 : 
O 在 集合 上 XN 上 VG,x) 有 定义 , VE Co 日 是 正定 的 : 
GD 任 给 xeEN, VG, x) ÆI KER, V(2,0) = 0; 
Gi) 4E = E p K. e y 过 0 在 集合 1 XN Ear. 
dt Of Ox 
定理 4.1( 李 雅 普 湛 夫 的 稳定 性 定理 ): 
如 果 在 TX 入 上 ,对 动态 系统 (4.1) 


Lu fi, x) (GG, x) = 0) 
dt 


ma ,2£4E— T SEES LEER XC, RUE Gs r 是 稳定 的 .。 

证 : 任 给 8 0 0,0 <e — o. HB VG. x) 的 正定 性 知 ,存在 
一 个 上 ts) 720, Hi rel, Em xl —oklVG.x)zn. 由 
V(,0) 一 0 及 了 (ex) XY x 的 连续 性 知 ,对 任何 i E1, 都 有 
一 个 8 二 6(1,8) > 0, (A ell — 5 Ef ifi 

V Ge, x) < p. 
由 此 即 可 断定 : 如 果 [xg — a HJ. MATRE rm wn 都 有 
lx Gl] = lels ras 1920 = e. 

用 反 证 法 : 假定 不 然 , 则 很 据 解 g(x; X n) 关于 f 的 连续 性 
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AI dA EA — A rm n > f TE Tess xo, 如 | 一 6, 因而 有 
po V (ts, qti; xo, 10)) S V Oos Xo) < rs 
这 就 导出 矛盾 . 因此 平衡 态 x 是 稳定 的 . 

定理 4.2 (JR ZR ES 德 斯 基 一 致 稳定 性 定理 ): RERE 
IXN LE, 对 动态 系统 (4.1) mma .AEXE— IT ETE EE ARVA EL, fi 
3$ x—0,V(ix)-0ZE:€1 Kec RS, 则 平衡 态 x 是 一 
致 稳定 . 

WE: 由 于 当 x 一 0,P(x) 一 0 在 :67 上 上 一致 的 成 立 , 因 此 
仍旧 如 定理 4.1, 可 以 选取 到 一 个 与 初始 时 刻 如 无关 的 初始 扰动 
范围 ?一 6(e) > 0。 疏 得 平衡 态 的 一 致 稳定 性 . 

定理 4.3: 如果 在 集合 1 Xx N 上 , 对 动态 系统 (4.1) mis vim 
TE— T ZEE SEA AE ERR V Cn, x), 使 得 户 (z, x) ERER, 则 平衡 
态 x. 二 1 是 稳定 的 , 

WE: 根据 定理 4.1 知 平衡 态 x. 是 稳定 的 。 因 此 任 给 i. (0 — 
ev e) Sf£— n € 1, 都 有 一 个 8 一 6 (5, 09) 270, 使 当 Ih] 到 
5。 则 对 所 有 “上 29 to 就 有 Gs ro toll — o. 

我 们 现任 取 s> 0(0 — 6 — p), RVG, x), — VCG, x) 
的 正定 性 知 ,存在 ele) > 0, v(e) 2 0, EAEL, 8 m liell o 
时 总 有 VG, x) > ple), VG, x) < re). 

令 
As, pi) = sup V Czo, x2] [ix] < 83. 
取 


À 
Tolfo, 91, €) ma "ut 


下 画 我 们 就 来 证 阴 ,上 8 初始 扰动 区 域 xoll 过 5 内 任 一 点 xo 出 
发 的 积分 曲线 x — qr; Xo, ta), TE t Z2 to ARBA 
prs xo, roll < £. 
用 反 证 法 : 假定 在 :之后 的 寺 刻 有 p(t; xo tol = e, d 
时 在 [zs 如 十 Tro] ERA esles xe ndo Df [nm， 


=. 87 。 


trl 上 有 
V (t, x) «x o—v. 
这 样 一 来 ， 
e< V Ci + To, PCro + Tos to 10)) 
< F Cios Xa) — vra = V Cto, x) — 2 
== V Cig, xo) — sup(V Cox) | lx] <8} S 0, 

这 就 导出 矛盾 。 所 以 在 1 > n ARA les ro wll < e. 

AEEA 06135301. (0 0v p), 就 存在 一 个 8 — 8 (5, 
$)) > 0, 

当 [xol] < 5. 那 末 对 于 任 给 s 27 0 (0 6 — p0 , 就 存在 一 个 
ro(ay Prs E) > 0 和 一 个 no xo) € [ros to + To), 使 得 

[lets xo, to)ll < e. 

利用 这 个 性 质 可 以 证 明 下 列 推论 . 

推论 :如果 定理 4.3 ARAR, E nel 与 pl (0 之 ps 
过 p), 则 存在 一 个 8 = 835.0) >0: 当 lil 过 5 时 ,对 任 给 的 测度 
为 零 的 集 {e,} ,0 一 ss 二 my 那 末 就 存在 一 个 发 散 的 非 减 的 序列 
Us ,ta D tos 和 一 个 发 散 的 序列 ts Cos Pia Ers tta Ea) > 9 使 
得 

ts fg + tna IPCs Xos o)l] < enn 71,2, 7. 

证 : (D FE e€1, 和 pi(0 < onc o) EET 8-0. 
e) » 25 lol] 之 86 时 ,对 1 之 加 就 有 p(t; zos tll — py， 同样 
令 

AC. pD = sup(V Cro, x) | lx] 83. 

(2) 担任 给 测度 为 零 的 集 {8r}, 0 < 6, < os IREA V Ce, 

x), —V (Gr, x) 的 正定 性 知 有 两 个 序列 
{tini talEn) > 0). Imus za(sr) > 0}, 
f eI, e, S ell n. 就 有 
Vs x) Z i, VO, X) € —v. 


À 
(3) A Yao; s En) E) 
Va 


. BB * 


PALIN 


根据 定理 4.3 的 证 明 过 程 知 存在 一 个 序列 {1,}, ts 之 runs 使 得 
AEE Yos 19) |l < Ens n 一 l. 2, ttt. 
显然 ,此 时 


由 一 1 
fg € f, «C 1g d- Mu: 
k=0 
令 
n-i 
» CT £15 £v ttt’ &,) nk b Tk, 
k=0 


下 而 我 们 来 证 明 {z,} 是 一 个 发 散 序列 

因为 (6) 是 非 减 ,如 果 s) 收敛 到 和 T s 二 %, 那 未 就 
有 e; O, ta) = 0, 这 就 破坏 了 零 解 的 唯一 性 ,从 而 导出 矛盾 . 因 
此 {ny 必 发 散 到 co。 同 理 很 明显 地 看 出 {1%1 亦 发 散 到 oo， 

定理 4.4: 如 果 fG, x) 在 集合 1XN 上 有 界 , 且 在 混合 IXN 
上 存在 一 个 正定 的 村 雅 普 诺 夫 函数 了 (xz), 使 得 六 人 ,zx) 在 
IXN 上 是 负 定 的 , 则 平衡 态 过 是 渐 近 稳定 的 . 

WE: 由 定理 4.3 知 平衡 态 是 稳定 的 , 所 以 任 给 01. 0 e e 
K rE 了, 都 存在 一 个 8 一 5G, p) > 0,152 [xl «5E, Pr 
"aman leGs xos l] < o. 

往 下 用 反 证 法 来 证 明 平衡 态 x 是 渐 近 稳定 的 . 

WES (1) 如 果 r 一 0 不 是 渐 近 稳定 ， 那 末 就 存在 一 个 re 
和 一 个 二 , lE] < 5(ro) ， 使 得 对 基 个 s (0 — 6 o) METR 
散 序列 (6,3 (re D, RITA lero: Es Tl = E. 

(2) & M >>0 是 天 :zx) 在 集合 1 x 入 上 的 一 个 上 界 , 那 末 
3p > rti, A 

ples 8.09) — eus Es tl & Mlr— tnj 01.2, 


Rit o [n Zee uU 


lle Cs òl > 5. 
我 们 可 以 假定 ， Jf Ja <a 0, H Ti > nt REV (z, x); 


. 89 + 


—P C , x) 的 正定 性 知 , 任 给 s(0 — 6 过 p1) ,存在 常数 we) 二 0， 
v(e) 2 0, 使 得 当 上 2 T, B « lx < o 时 ， 


VG,x)Z ue), VG, x) x —v(e). 
因此 


E^ £ 
«& v (s, +E (e+ 三 za) 
E T zm)? npo 0 


召 
< V Cro, E) mE M 


f E E 
Vv n p (z. 一 一 3 5 )) 
(r +? T Tuy Bn 
€ 
< ETT E) Tm M (2). 


AA e RAAN ,此 不 等 式 右 端 就 小 于 零 , Xo VG, x) 的 正 
定性 矛盾 .所 以 平衡 态 是 渐 近 稳定 . 
推论 : 如 果 在 集合 1 Xx N 上, FG, x) 是 不 显 含 1 或 者 是 关 
Tor 的 周期 函数 , 上 且 假定 存在 一 个 在 1 XN 上 确定 的 李 雅 普 诺 夫 
函数 ,使 得 P, x) ERA I XN 上 是 负 定 的 , 则 平衡 态 是 一 致 渐 
定理 4.5;， 如 果 在 集合 1 Xx N 上 , 对 动态 系统 (41) 而 言 , 存 
在 一 个 V(r, x) € co, CELE, HRR EZ hL, VO, x) 是 
REDA 
a(l s V Gr x) Hx), VG, x) < elh 
alr), bO), eC) 是 连续 递增 的 正 函 数 , 仅 当 > 一 0 时 ， 
s a(0) = 5(0) = c(0) — 0, 
则 平衡 态 x 一 0 一 致 渐 近 稳 定 ， 
WE: 任 给 8 0. 可 以 取 如 此 的 5 一 aCe) 之 0, 使 得 
ae) > 六 6(Cs)) 
《根据 aC), O) 的 福 质 完全 可 办 到 ).。 UR fell 8 Ce), to > 
D, s È dg x = qs xo 2), H V Cr. x) 的 负 定 性 知 


dV (1, qi xo. 79) 一 0 
dt fig : 


» 90 » 


Ls dim 


pe 


故我 们 有 
allel s VG, x) « Vo, xo) $ AlE) < ale) 
>% > toM REB 0) ERENER, A 
lx] 一 (es zo, i) < e. 
平衡 态 x 是 一 致 稳定 . 
: r b (50) & 
另 一 方面 ,如果 hlel 二 50, 当 我 们 取 T C6) 一 GE) 了 时， 就 
可 以 证 明 在 oS: < rt T(e) 中 一 定 存 在 使 得 jx (al 一 
6《e)。， 用 反 证 法 : WREE gem TCS) 78 lx XO 0C. 
则 由 VG. x) 的 负 定 性 知 
PG,x)z—cl5(s)1, 


所 以 
V(2,2) «& V(t, xo) 一 <c(3(E)) (1 — to) 
< b(ECE)) — elele) — r), 
VG , x) limner S V Cio, xa) — c(8(6))T Ce) 
< Elaa) — &(8,) — 0. 
RRS VU, x) 的 正定 性 矛盾 ， METER Snt TC) 中 有 一 
A 6, 使 得 Ix GE m ols xo 201] — al) S 6 ni, 
lips xos i = pC; ms 2) < e, 
MGE > t t T CS) 后 就 更 加 有 
lol; xo» 821! = eG zi £01] < e. 
注意 ,这 里 TO) 是 与 初始 时 刻 的 选取 无 关 , 故 得 平衡 态 钓 一 致 渐 
近 稳 定性 : 
定理 4.6: 如 末 在 集合 1 XN 上 ， 存 在 一 个 正定 的 V (1, x) 
€ Ca (HV Ce, x) Ze aCIsID, 其 中 alr) 是 连续 递增 的 正 函 数 ， 
4(0) = 0), 使 得 . 、 i 
PG, x) s —c(VG, x), 
其 中 e(V) 和 aCr) 有 同样 的 性 质 , 则 平衡 态 是 渐 近 稳定 . 
证 : HT VG, x)E Co REE, 故 任 给 E> 0, 0<s<p， 
就 存在 一 个 ple) 270, fi £6 [0, 00), e< lall < o 时 就 有 


» 9i * 


Vlz, x) > uls). XIRV(24,0) 一 0 Vr, x2€ Cu, BU V Cr, x) 是 
x REKA SE OSEE t9 € [0, 00) 和 ele) > 0, 痢 存在 一 个 ê = 
8 (19, 6) > 0, fi? llel] < 8 时 , RAV Cio, x) < n, HIERNE HE 
出 : 

当 我 们 把 初始 值 xo 取 在 半径 为 8 B9 ER xl — 5 P3, BU roll 
<8, 则 对 于 所 有 + 守 fos llo xo; o)l — €. 

用 反 证 法 : 假定 不 然 ， 则 根据 pU, xX) 关于 上 的 连续 性 
ALEE (7 1 77 19 E23] 808. lp Css my to) 一 s; 因 此 由 

dV 


— «X eV) «0, 
dt 


我 们 有 
EV pns Xo 19)) S Vx, 1) < n, 
这 就 导出 矛盾 .平衡 态 xr 是 稳定 的 . 
下 面 我 们 再 进一步 证 明 im gls xv. s) = 0, 
沿 着 过 Co x) 的 积分 曲线 我 们 有 
1 < =e Q, x), 


Vir, Jy 
| < -G- 9. 


VÜzostg) c (V) 
Mi — 十 oo 肝 , 这 个 积分 趋 于 一 ce ,这 共有 当 Vr, ers Xos 682) 
0 时 才 可 能 ,这 是 丙 为 E Co, 而 平衡 态 稳定 , 故 im V(t, pCi; xo; 


0)) 是 有 限 的 , 再 则 c(V) 是 正 的 连续 递增 函数 , DU V = 0 bF, 


c(0) 一 0. 
dV : e : EU 
要 使 | € (V) 发 散 ， gär 0 AE gk RR EK «v) 


的 奇 点 ;又 因 VG eC Xo 1) > allel xo, 21D 
由 


Vlr ple; xq.14)) 


lim VO, es; LE 10)) -0 
HI 


=> lim aCllgCr xos 80D = 0 => lim plis x, 70) = 0 
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zka 


疏 平衡 态 是 浙 近 稳定 的 ， 

定理 4.7: 如 果 在 集合 1 X N 虐 存在 一 个 有 界 正定 的 函数 
VG, x) E Co, Bl VG. x) = Clll), B. 

PG, x) —cVG, x). 

XE a(r) 与 e(V) 都 是 正 的 连续 的 递增 函数 , 仅 当 > 一 0 和 了 一 0 
村 , 才 有 af(0) 一 0, cf0) 一 0: 又 假定 (4.1) 的 平衡 态 是 一 致 稳定 ， 
则 平衡 态 是 一 致 浙 近 稳定 . 

证 : 由 于 V(t, x) 在 1 XN 上 有 界 ， 故 可 令 

B = sup{Vl, x)|: 2 0, lel < o), 


ER lel me LAVO maCO TG) m D 7 


c) e (VY 
URRIRA leo] «06 8(a(6)) . to Z2 0, 1 Ze s TC) 
我 们 有 


V(tux) dV js 
—— — = o— T = 
b SN] cC(V) S e n Ce) B 


因为 Co, x) < B 再 注 


dV 
eC)" 
x ale) 


m ) 
lz «es. 

再 加 上 假定 平衡 态 是 一 致 稳定 ， 上 所 以 最 终 得 平衡 态 是 一 致 渐 
近 稳 定 . 

注意 这 个 定理 提供 了 一 个 求 过 渡 过 程 的 时 间 T (6) 的 办 法 . 

定理 4.8: 如 果 在 集合 1 XN 上 存在 一 个 有 界 、 正 定 的 函数 
VOX)E CUI VG, x) z aCllxlD. H8 

V,2x)x—cOO, x), 

这 里 a(r)、 (V) 是 正 的 .连续 .递增 的 函数 , 仅 当 > 一 0 与 了 一 0 
时 方才 有 a(0) 一 cf0) 一 0;i 又 假定 f€ Co, 则 (4.1) 的 平衡 态 是 
— SE DE, 

祖 据 定理 4.7, 我 们 只 要 能 够 证 明 (4.1) 的 平衡 态 x, 是 一 致 稳 
定 , 那 末 也 就 证 明了 定理 的 结论 ， 

证 : E 620, ÆR ||| =e E, FG, x) > ale) 27 0, X 


.93 o 


里 仍 定义 TO 一 | 0. 


DMF Fz, x) 的 一 个 李 浦 希 兹 节 数 , 即 
lir, 6 — fG. 0l < Mlle — "ll, 
此 外 ,我 们 再 定义 
ae) = &exp[ —M T(e)]. 
如 果 选 取 初 始 值 满足 ixl < ake), m0. neis 
T(e). 我 们 就 有 
qt: Xy, to) = to + j f(r,q(r; Xos n))dc 


les xo» tll < [xo] + | lir, p (T3 ra, 82 


— Kes Olar < ll + MN ers xo, olar, 
Fi Ke I LR ASA 
hols xos fo < fole 7? < nol] ent 
< (Ee m g, 
由 于 在 球 llel =e E, VG. x) D aCIIs|D = ae) 2 0. 8G 
ale) > 0, 一 定 存在 3 一 So(e(s)) > 0, (di [xol] < 8o, 19 2 0, 
t> n+ T(8),7H 


VG A dV | 
= T(E) 
ig c(V) ( o) e 


ale) dV 
8 c(V) 


V{ ros Xo) LB. ER 0， 


>V (r, pt: xo. 15)) < ale), 
则 必定 可 以 推出 , 当 > n+ Te) KA lps Xo, 55)ll 一 E, 
我 们 现在 就 取 e) 一 min(51(8), 50(e)), 当 [xol (8) 时， 
对 所 有 :上 > 如 都 有 
[Ces sos l| < e, 
所 以 平衡 态 是 一 致 稳定 。 定 理 证 毕 . 
定理 4.9: 《i) 如 果 空 间 是 一 个 实 的 希 尔 伯 特 空间 3 (ii) 对 方 


。941 。 


程 (4.1) 存在 一 个 函数 Gr x) € Co 是 满足 在 定理 4.7 nod 
V 所 作 的 假定 ; Cii) 如 果 f(z, x) 满足 条 件 , 即使 得 二 个 向 最 x 与 
f 的 内 积 满足 

Cæ, P) < hleClielD, 
其 中 rO) 是 定义 在 + > 0 上 的 一 个 正 连续 函数 ,日 使 得 


> dr i 
| 
那 未 系统 (4.1) 的 平衡 态 是 一 致 稳定 . 
RER 4.7 的 证 明 一 样 ,只 要 能 够 证 明 (4.1) 的 平衡 态 是 一 致 


稳定 也 就 可 以 了 ， 
证 : 由 于 YG, x) 在 1 之 0 lll < pe 有 上 确 界 M。 所 以 任 给 
6770, ER ri = e EH VG. x) >al) > 0。 我 们 仍旧 记 
> Ld 2 JV. 
Ti? ps cp) 
根据 c(r) 是 正 的 连续 递增 的 正 函 数 ,因此 任 给 。> 0 
a(s) « V(2, x) « B, TE) 是 一 个 常数 . 
又 根据 条 件 | 一 个 oo ,因此 钰 对 上 述 给 定 的 。 0, 总 可 
找到 ae) > 0, 使 得 


dr : 
jus g(r) p TC). 


Sle gal del ma oce. A ac Nelieli 
EH dz 


故 
dl < ed 
f 


如 果 初 始 值 满足 
lao < Ele), 122 0 Rb s tto TCE), 
我 们 就 有 


" gl c, "o dr 
Jen Ep eram rO «ju 


z» lx] e, 
下 面 我 们 只 要 能 够 进一步 证 明 当 * 闻 如 十 7Z(s) 时 ， 
le ll mm lC xo, zo) < 6 
永远 成 立即 可 . 
用 反 证 法 : 如 果 不 然 ， 则 根据 eG xe.) 对 上 的 连续 性 UD. 
FYE n tE lolas ro n =e NAF 
dV 
ES < —e(V) <0 > 
因此 
ale) « V(n, Cn: Xos 5)) x V(t, xo) < a(8), 
这 就 导 汉 矛盾. 
注意 中 于 在 lx =e E VG. x) > ale) 27 0, V (2,0) — 0, 
因此 定 可 找到 5.), 使 当 上 | < ele) Ir, Vr, x) < ale); 
另 一 方面 对 任 给 的 s — 0, 可 以 找到 Sle 使 


全 -2> Tro. 


540 g(r) 
因此 我 们 只 要 取 
ale) == minô; (2), &(8)], 
只 要 初 值 满足 lell < 8C), 那 就 能 保证 
s dr 
Vta, x) < aCe) 和 M x7 r0. 

故 平衡 访 x. 一 0 是 一 致 稳定 ， 根 据 定 理 4.7 AFARA 

AMEE. EMEF, 


$5. 非 定 沼 的 线性 系统 在 浙 近 稳定 情形 中 的 
李 雅 普 诺 夫 函数 的 存在 条 件 


25 
dx, 
di 


pes Pa CO Ti 十 Pale) xı Pareng ps0) Ya 


. 96 = 


6 —1,2, n), . (5. 
其 中 pa) 是 在 :之 0 半 轴 上 连续 的 有 界 函数 . 
El xyG, 0), ctt x 8) G=, 2, a ARDE 
(5.1) 的 基本 解 组 ,假定 它 由 以 下 初始 条 件 决定 ; 
zo, 10) m OCH 53€ j), rio, to) 1. (5.2) 
其 中 加 兰 0 是 一 任意 常数 . 这 些 解 我 们 认为 是 上 及 如 的 函数 ， 令 
a k b IESER. 那 未 于 个 函数 C, a) 及 到 个 函数 nu G, 
b) 沟 成 方程 (5.1) 的 两 个 基本 解 组 , 故 它 们 之 间 存 在 线性 关系 式 


xa, a) 一 S etu b) G,; =1,2, ier 2), 
aat 


其 中 ca 为 一 些 常 数 , 在 这 个 关系 式 中 , 设 上 一 5 并 注意 到 (5.2)， 
就 得 
talè, a) == Cska 
故 有 下 面 的 恒等式 
xa Ct, a) = 2 xa. bx b, a). (5.3) 

Succ E WEBB FER, 

定理 $4: 如 果 对 于 方程 (5.1) TRYEXiEÉRÉECV G, mn sss, 
xn),。 它 有 无 穷 小 上 界 , 而 此 函数 了 的 由 这 些 方程 构成 的 全 导数 是 
HERK , WANE > jo 及 之 0 满足 不 等 式 


|, 82] < Becr, (5.4) 
Arn B Ko ERRAT o ERR. 
证 : 根据 定理 的 条 件 ,存在 一 个 充分 小 的 正 数 ,使 在 区 域 
£20, [a| m5 (5.5) 
RARER 
ER X1, ** ^, £n) m Wisi, ttt Xn), (5.6) 
dV = OV 
多 两 > Br, (pax 十 "irn T Poss) 
F A «s —Wi(n, 5,2), (5.7) 


其 中 w, R m 是 不 依赖 于 c HERRA. 
根据 第 1 章 $3 定 理 (3.4) ACD) 的 平凡 解 在 任何 情况 下 
者 是 稳定 的 。 因此 当 。 充分 小 时 ， 方 程 OD BOE sis 4)， 
其 初始 什 = xi a) 如 果 满 足下 面 关系 式 
34-4307 8. 65.8) 


MERA * > 4 时 满足 不 等 式 px] <4. Gx Hon ERER. 1A 

此 这 公 解 在 所 有 的 时 刻 都 满足 条 和 件 《5,.72, miih, PREX Y (n 

Lt, A) i, rC, nD 是 递减 的 , 故 对 所 有 10, 可 写 出 不 等 式 
WiGaG, t), xy, n0) VOR iG, 6), 

tty x n) x Vs xb ne) x Io). (5.9) 

这 里 上 是 在 条 件 (5.8) 下 VG x, o xD 的 上 界 , 这 个 数 不 
依赖 于 n, 因 裔 数 下 既 有 无 穷 小 上 界 ， 故 在 任何 情形 下 都 是 有 限 
89. 办 为 W; BETAK, 故 由 (5.9) 推 出 , HIA (7 n REA 

EXCEL CR (5.10) 
d et 为 不 依赖 于 请 的 常数 ， 

令 工 是 一 个 任意 小 的 正常 数 ， 考 于 位 于 区 场 G5) p WE 
VG wa， x) ZR LS xL ESSERE. AA y AEREE, Mie 
时 必 有 = max {|xi| ,|xs1} > ACL), XB ACE) 为 某 一 个 
充分 小 的 正常 数 ， 但 在 这 个 条 件 下 我 们 也 有 Wan, ttt, x 
>C) > 0。 Ap L) 也 是 一 个 常数 。 因 此 ,我 们 可 以 写 


Ta —W,« —H(L), 当 V( rg x) 2 L, (511) 
£ 


现在 来 证 明 , 如 取 T= T4 则 到 了 时 刻 + +T, 我 们 有 
1 


VGs m. A) rtt nS n XL. (542) 
用 反 证 法 : 假设 这 是 不 对 的 , 那 末 在 整个 区 闻 DA, 5 c 了] 将 有 不 
等 式 VIL. RREA A n caat TRES (5.12) 
满足 , WE: = a t TWE, AA K G aG, ns, rx, 
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1)) 是 减 函 数 . [E AUUOIBUR n erm OT. EV 之 工 , 则 
Ei (5.11) 
LS V(& T Ts; nA 十 T. ma «won + T, aD) 


u dV 
5 


-—V(h; rl, ***, 22) 十 dt «10 — hT —0, 


而 这 是 不 可 能 的 。 因 工 是 正常 数 ， B 汝 :一 和 十 了 工时， 条 件 
(5.12) 是 成 立 的 . 

现 选 工 如 此 地 小 ,使 得 由 《5.12) 可 得 出 

1G, 20] < Že, (5.13) 

其 中 对 为 小 于 1 的 正 数 , ii dd AVOID ER. 此 时 
不 依赖 于 n. 因而 T EY. (D PRAT n.o 因此 我 们 得 到 下 
面 的 结论 : 对 方程 (5.1) 的 任意 解 c Gu n) 如 其 初始 值 满足 条 件 
(5.8), 则 在 所 有 e n Eb, WERE (5.10), 并 当 2 — 4 T 
时 ,满足 不 等 式 (5.13)， 其 中 了 是 一 个 与 无 关 的 数 . 

建立 了 这 些 后 , 令 nG, a) mm oc xu n) 这 时 条 件 (5.8) 显 
然 是 满足 的 ， 那 末 由 (5.10) 和 (5.13) 求 得 ,对 于 任意 的 mm 及 


fT, 


EXO t): «IAE X oe (jml, 2, an), (514) 
其 中 e RRT a, H 
xn + Ti, D) 去 M, (5.15) 
SERU m EEEE, 
[zalni t mT, n) <M”. (5.16) 


因 这 些 不 等 式 在 任何 情形 下 , 当 m = 1 时 是 满足 的 ， 故 我 们 
只 要 证 明 ,如 果 设 Dun + (m — DT 270] < M77, XIGA6) ii 
是 成 立 的 即 可 . 

在 恒等式 (5.3) 中, 4r — mT +h, ath, b—m—1)T 
EE MES 
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x4(mT +h, n) 一 [x x,mT +h, 
a=] 


x (m —1»5T + h)a; (Cm — 1)7 -tn,n) 


« M x lela Qn — 17, 4) 


«Mc M aM”, 
这 就 证 明了 我 们 的 沦 断 ， 
SHERR n> R> &mTi—u-—mTct 
«o 十 DT, Ehm ARKE G3) H,G 4 一 ,5 一 十 p71'， 
得 


xilt, to) 一 by Xa. to + mT Yra Ct t mT, 19). 


acl 

K > n+ mT, MH (5.14) R (5.36) 求 得 
LII LZ 
Ixg(r, $3] < nc M" — acM z «M T ; 


由 此 , 令 8 umts, M” =e, iac 0, 由 于 M <1, 最 后 求 


得 ,对 所 有 如 及 上 29 ma 满足 不 等 式 (5.4), 这 就 证 明了 定理 . 

定理 5.2: 如 果 满 足 不 等 式 (5.4), WÉEZEXGEB EV (5x, 
tt, En), 它 有 光 限 小 上 界 , 其 由 方程 (5.1) 构成 的 导数 是 负 定 的 
RRK XIT UR W (rs m, oux) 是 任意 的 加 次 正定 型 ,其 系数 
是 时 间 * 的 有 界 连 续 遂 数 , 则 函数 了 可 以 选 为 与 其 同 次 的 型 ,对 于 
它 有 


dV .. wo OV 
NN! TS s a na eaa snn 
d: 之 5 ban Pat.) 
+n —W; Xis ZINERE (547) 
4 


DIMPEAOLIGJCEC HESSE 和) 小 示 方程 (3.1) 的 具有 
初始 条 件 rl) = eR. BAE 
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i ETE Sa ot 


设 Ws X1, ^^ 7, Xa) 是 变量 Xi, 5771, Xs 的 任意 m 次 型 ,其 系数 为 
时 间 的 有 界 连 续 阴 数 ， 考 察 下 列 恒等式 确定 的 一 个 拉 次 型 
VG: 人 Ge 


ett, PalTS Xi," to, 2) dT, (5.19) 
SUUEBS IX A m CS i os PRBS — VOR D. 
SEBR Em XH VC nt, ox) 的 系数 是 下 面 形式 的 项 的 和 


Pone » fx Gc... nu. tdr. (520) 


Hh 100 28 RGE RAI, Em KE W (r; x.t x,) 
的 系数 具有 有 整 系数 的 线性 组 合 ,mi, miss, m, 是 一 组 非 负 整数 并 
满足 
m t m, cee +t m.m, 
ARH O4) 立刻 可 推出 ,所 有 的 积分 (5.20) WER Sk B9. 
故 吉 次 型 的 确 存在 .不 仅 如 此 ,由 这 些 不 等 式 玉 可 立刻 得 员 , 所 
有 函数 (5.20) 对 1 之 0 都 是 有 办 的 . SER E EE 


IPC) < B7 [1f O ema 


< B^M | coecrodr = BM 
t 


其 中 M 是 函数 Kr) KER. Pub m DOSE V RAA RBRB, 故 有 
无 限 小 上 界 ， 

首次 型 了 出 《5.19) 直接 看 出 , 在 任何 情形 下 它 都 是 正 的 ， 现 
在 要 进一步 证 明 它 是 正定 的 . 

为 此 如 的 以 A(r, n) RRA Je, Dl, 以 As Qn. 0 X 
RRF xs OPTRA AAE y Bm DOM: 

WGin ttad A DAD Aale Dya} . G2D 
a=] ‘fat 

其 中 是 实数 ， 由 (5.4) 知 ,对 于 Aps 当 c» TAA PRE 
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KRAF * 的 也 不 依赖 + 的 常数 上 界 。 POI BGESE m ORE, ik 
由 此 得 出 ,常数 可 以 选 得 如 此 之 小 ,使 得 (5.21) 也 是 正定 的 . 我 
们 将 假定 4 确 是 选 得 符合 条 件 , 故 如 在 式 (5.21) 中 以 任意 量 代替 
y. 它 都 取得 正 值 。 特 别 是 ,如 果 设 

y, Te > Elta A) re = 中 C Tis *7*, Tas 2), 


NE 
Wr; plr, A15 777, Fns 2», c p.c, TY ctt. $2442) 


m 


-RE [D ast Dos ms rn 0) m6 
a=] “Bal 

2; Ann(r， 2) Pe = 2 ; Ags(T, DEFN (x, Dt, 

£-i B, vl 


= Ar, f)xs, 
这 是 因为 


bi A gat gy —- Fur 人 A 
£-1 
1, a=} g D 
其 中 bo 一 | 是 克朗 涅 克 符号 ， 因 此 
0，c 交 4 
Wc; qx, Yi, 777. X8, DE MP eC, X1, "71. XS, 32) 
— JA"(v, 7 Dy x7 > n, 
«—1 
从 而 由 (5.19) cR 
Vs d19:5 350 > WO) », x7, (5.22) 
421 
i w 四 S fnm 
oD - Parc De m ee Ta, 
1 t 


另外 又 有 恒等式 


"102。 


" 
MESS 


L p 2 p 
用 中 值 定 理 求 得 


dr = — L, 
7 


(5 之 pu) QG)-— E (5.23) 


其 中 P2 2 是 函数 palt) 在 区 间 (1, eo) 的 中 值 . 


EN ER p, C) 是 有 界 的 ,函数 O CO. 是 正 的 , 故 由 《5.23) 可 推 
出 , 函数 O C) 对 于 任何 上 0 要 超过 某 一 正 数 e, 因此 由 (522) 
求 得 : 

V(ts m, 7,2) > Va? 9 x2, 

这 就 证 明了 普 次 型 了 是 正定 的 ， 

余下 要 证 明天 数 了 满足 方程 《5.17). 为 此 ， 如 本 章 $ 1 的 处 
理 方法 一 样 ， 以 V AKGRERTR V CRDI G1) 的 任意 一 解 代入 而 得 到 
的 画 数 , 即 在 了 中 以 函数 45.18) 代替 x, 而 得 到 的 结果。 那 末 将 有 


VF aV E 
< 一 站 但 由 恒等式 
di dt 


eC plz, ri, d" x65 t9), T's Put1 xi, abs" x. 19), 2) 


xad ACE az, TP ies tg) x 
VG - Jj Wc; qi xb dus zb. to), 


etg o, ; si n'a 2m adr, 


所 以 
加 一 —W Cr; plt, riatta rh, 8), 
pa xpo ^5 xt. 19)) = —W (ti 41, Sra > xa), 
这 就 证 明了 我 们 的 论断 . 


(5.17) 的 正确 性 当然 可 以 直接 由 微分 证 明 ， 为 此 四 下面 的 恒 
等 式 很 容易 就 得 出 
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duan 2, TP 十 > Pai GO xr , 1) = 0, 


TEE 

这 两 个 定理 说 明 ， 对 于 《〈5.17 的 平凡 解 是 指数 渐 近 稳定 的 充 
分 而 必要 的 条 件 ， 就 是 存在 一 个 正定 的 、 共 有 无 限 小 上 界 的 函数 
V(5 1,71, ta), 使 得 


4V ,OV = OV ox 
de "Ur + 25.22 Pam) EREN. 


总 结 上 二 节 4.9 5), 即 可 概略 的 得 到 稳定 性 概念 和 李 雅 普 
ERAR ZERRA ATF: 


IEE VG) 
之 a(C hzi y 
VE 
—COPC,x 


aWG,ouERE, Rot 
EWER eC) 
SVG x) ax 
Pad ME 

G, CC lrg) 


其 中 Cr), bC) e(r) 都 是 > 的 连续 递增 的 正 函数 , 仅 当 > 一 0 时， 
a(0) = &(0) — c(0) = 9, 

这 里 可 立即 看 一 ,在 渐 近 稳定 性 概念 下 ,最 重要 的 是 一 致 浙 近 
稳定 性 . 
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第 三 章 ” 李 和 雅 普 诺 夫 方法 的 推广 


5L% x 


众所周知 , 李 雅 普 诺 夫 定 理 关 于 稳定 性 的 结论 , 是 从 六 BYE 
负 号 来 作出 的 ， 这 里 了 是 正定 的 函数 ， 这 就 是 说 主要 考虑 了 不 等 
式 


同样 从 这 个 不 等 式 出 发 ， 针 对 我 们 所 研究 的 带 有 强迫 力 的 膨 
期 系统 ,引进 一 些 讨论 , 亦 可 导致 我 们 所 要 求 的 结论 中, 
考虑 
z= X(x, 1), 1 0, (1.1) 
Å r = x ti xo. to) 是 (1.1) 满足 初始 条 件 nto: ros fo) = x 的 一 
个 解 。 在 通常 保证 解 的 存在 福 、 唯 一 性 的 假定 下 ,我们 要 | 问 ， 这 个 
解 在 整个 + > 0 的 正 半 轴 上 是 否 存 在 ? 这 里 分 三 种 情形 来 考虑 : 
D 或 者 这 个 解 可 以 延 拓 到 所 有 > 5220 处 ， 在 这 种 情况 
下 .我们 就 说 x( ros to) 在 整个 * 的 正 半 畦 上 是 有 定义 的 ; 
2) RARE A] T > n EH Th, 
| xCts xo, t1 — 十 co 
SIE CT DE OCT EUG — TARA; 
3) 第 三 种 可 能 性 就 是 这 个 解 rG; xo, f) 是 有 界 的 。 显 见 这 
种 情形 与 1) 是 一 致 的 ,但 是 在 情况 1) 中 还 包含 


lim lelt; zas to) = co 


的 情形, 这 就 是 解 的 无 春情 形 。 而 情形 D 与 1) 是 对 立 的 . 
方程 的 所 有 解 的 有 界 性 , 这 是 一 种 类 型 的 稳定 性 。 这 种 稳定 
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性 的 研究 最 初 是 由 拉 格 朗 日 进行 的 ， 因 此 又 称 为 拉 和 属 归 号 意义 下 
的 稳定 性 ,或 简称 拉 格 朗 日 稳定 . 
在 下 面 的 整个 讨论 中 ， 我 们 都 假定 V(r, 3) 是 在 某 一 个 特定 
的 域内 的 连续 销 数 , 且 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ; 在 这 个 域内 
4V 28V Vy OV 


d E T Bx D + X gradV., 
下 面 就 来 考虑 微分 不 等 式 
Va Or yu. (1.2) 
8: Ox 


我 们 感 兴趣 的 仅仅 是 满足 (1.2) WER. 因此 满足 不 等 式 (12》 
WEAS Y 显 见 有 下 列 性 质 : 

O VG) £29 0 都 有 确定 的 意义 ， 也 就 是 说 满足 不 等 
A (1.2) 的 正 函 数 V. G), 在 整个 上 的 正 半 轴 上 都 不 会 出 现 有 限 饮 
时 的 玩 象 ; 

GO 且 VG) 是 有 界 的 , 即 im VG) < co. 在 下 面 的 讨论 襄 ， 


HORRE A SEL REO C RORIS. 
定理 : 令 人 是 一 个 包含 原点 在 内 的 有 界 集 ,如 果 对 方程 (1.1) 
存在 正 函 数 V(x, 1), BE OH e 关 0 有 定义 : 且 极 限 关 系 
Vlr, 1) = + co (1.3) 


M xim 


在 整个 * 的 正 半 轴 上 一 致 成 立 ; XE O:£I0L La 
志 《1.2)， 则 方程 0.1). 的 每 一 个 解 对 所 有 * 之 0 不 仅 是 有 定义 ， 
且 是 有 界 的 . 

证 : 定理 的 结论 分 两 部 分 来 证 明 , 首 先 证 明 (1.1) 的 每 一 个 解 
在 + 实 9 有 定义 ， 

用 有 反 证 法 ， 如 果 (1.1) 的 解 x G; xo, 6) 存在 一 个 有 限 锡 时 
A< T, Rp iaei xo, fg) 一 CO , RER MEIE Q* V3, TR 
据 条 件 〈1.3) 4 VCO = Vrli; xo, 58), D 是 满足 (1.27 的 一 个 县 
有 有 限 和 逸 时 的 正 函 数 , 而 这 一 点 与 浮 数 了 的 性 质 O 是 矛盾 的 。 因 
此 方程 人. 蕊 的 每 一 个 解 不 具有 有 限 逸 对, 也 就 是 说 x(4; ta f) 对 
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BUR:l245IRO8UEX. 
其 次 我 们 来 证 明 (1.1) 的 每 一 个 解 x; xo. a) 是 有 界 的 ， 用 
反 证 法 : ft lim XC; xv, to) 一 co , 那 末 解 rz(1; xo, t0) 将 最 终 停 
留 在 补 集 o 上 ,因此 由 条 件 C1.3) Ad 
lmV x(t; Xas tos 1) = limV GG), t) = 0, 


可 是 由 于 Vx, AME (12), HERGA V(xCO 0 4E 20 
IAE ABS REFE. BU 


lim [Ct xo, z < oo. 
Y 


从 这 个 定理 看 出 , 要 保证 系统 《1.1) 的 解 的 有 界 性 ,只 要 能 够 
找到 一 个 满足 定理 记述 的 条 件 的 正 羡 数 VC, 0 , 就 可 达到 我 们 
的 要 求 。 所 以 这 种 解决 问题 的 思想 方法 , 仍旧 是 属于 李 雅 普 诺 夫 
第 二 方法 的 范畴 。 日 本 数学 家 吉 泽 太郎 外 大 量 而 且 全 面 地 研究 了 
这 方面 的 阅 题 。 在 下 面 一 节 我 们 将 介绍 李 雅 普 诺 夫 函 数 与 解 的 有 
界 竹 之 癌 的 关系 ,为 在 研究 强迫 振荡 问题 上 的 应 用 作 准 备 ( 见 第 四 
篇 第 十 三 章 ). 


$ 2. 解 的 有 界 狂 和 李 雅 普 诺 夫 函 数 


SUIS IE 


e = XG, x). Q.D 


其 中 x 表示 一 个 4 维 向 量 , XX(:, x) 是 一 个 给 定 的 向 量 场 ,这 个 向 
量 场 是 定义 在 乘积 空间 
Am] « 1« 00) x EX] < 00) 

上 的 连续 函数 ,一 般 者 假定 它 还 满足 关于 x 的 村 浦 希 效 条 件 , 从 而 
就 保证 了 解 的 存在 唯一 性 ,以 及 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 . 

A x cm xlt, Xos 19) 表示 (2.1) 过 初始 点 (my xzo) 的 一 个 解 ， 
下 面 我 们 就 给 出 解 的 各 种 类 型 的 有 界 狂 的 确切 定义 . 

定义 i: 我们 说 过 点 Gos ra) (2.1) KIRE x = x(t; xos fo). 是 
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有 界 的 ,如 果 存 在 一 个 还 数 8, 使 得 当 z 之 如 时 
~ dC xo. 80] < L 

ix XR P 可 以 就 每 个 解 来 确定 其 大 小 ,不 同 的 解 有 不 同 的 8。 当 方 
E (2.1) 的 所 有 解 都 是 有 界 的 ,我们 就 说 (2.1) 的 解 是 有 界 的 . 

ELi: 我 们 说 由 平面 r) 上 之 任 一 点 旦 发 的 解 是 等 界 
的 ， 如 果 当 xo€ Elz & o2, 在 i 中 之 8 仅仅 由 co 来 定 ， 而 与 所 
考虑 的 特 解 无 关 . 

定义 十 :我们 说 (2.1》 的 解 是 等 界 的 ， 如 果 对 每 个 如 此 的 
ww€ 1(0 « £ «— 00), HFE r 出 发 的 (2.1) 之 解 是 等 界 的 ， 

定义 iv: 我们 说 (2.1) 的 解 是 一 致 有 界 的 。 如果 对 每 个 n. 
B 仅仅 信赖 于 汪 来 决定 ,而 与 a ER, 

从 上 面 定义 i 一 iv 可 以 看 出 : 方程 (2.1) 之 解 的 界限 中 一 般 说 
来 与 所 选 的 初始 点 (10, xo) AX, 即 8 = Cn. xo) ; 对 同一 个 10, E 
的 大 小 仅仅 出 2s 的 大 小 来 决定 , 这 就 意味 着 等 界 性 ,对 不 后 的 4 
等 界 程度 也 不 一 样 3 如 果 吕 和 根本 与 加 无 关 , 这 种 有 界 性 才 吧 做 一 臻 
^" AE. 

定义 Y: ”和 如果 和 针对 由 每 一 点 Cos ro) 出 发 的 解 x — x5 xo 
t9) AH ,都 存在 两 个 正 数 召 和 了, 使 当 上 > 二 十 工时 ,就 有 hes 
xo, W| « B, 我 们 就 说 (2.1) 的 解 是 最 终 有 界 的 ,界限 就 是 B. 这 
里 8B 是 与 萎 志 之 特 解 无 关 , 而 了 是 可 以 出 这 个 解 来 确定 其 大 小 的 ， 

定义 Yi: 我们 说 四 平面 xC1o) 出 发 的 和 解 。 针对 f — ro 时 的 
界限 吾 而 吝 是 拟 等 度 最 终 有 界 的 ， 如 果 x€ E.Clxol «02. 而 7 了 
DUX Qui e 的 大 小 来 决定 . 

定义 vi: 我们 说 方程 CD 的 解 就 界限 B 而 言 是 等 度 最 终 
有 界 和 的 ， 如 果 对 了 扫 有 5€1. (2.1) WERA B Tuer du S SEHR 
终 有 界 . 

定义 vii; ”我们 说 (2.1) 的 解 就 界限 互 而 言 是 一 致 最 终 有 界 
的 ,如 果 企 而 中 的 了 仅 仪 由 8 的 大 小 来 定 而 与 加 无 关 . 

从 上 面 定义 vvii 可 以 看 出 : 解 的 最 终 有 异姓 是 针对 给 
ERRA BHS, SARRE Ad A A A h A Tr i REE A R 
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[xl] < B, 也 就 是 说 T = Tro 5); 如 果 对 某 一 特定 的 fo, T [A 
小 仅 贝 初 值 m 的 范围 来 定 ,这 就 是 拟 等 度 最 终 有 界 狂 。 对 于 不 同 
的 wo, 工 的 等 度 程 度 也 不 一 样 。 如 果 了 的 大 小 根本 与 jo 无关, 而 仅 
仅 由 x 的 范围 来 定 ,这 就 是 一致 最 终 有 界 性 . | 

下 面 我 们 就 介绍 几 个 主要 定理 ,为 了 简化 叙述, 这 里 我 们 作 一 
些 规定 : 

1) RINA VG, x) 具有 性 质 4: 即 存在 一 个 正 的 连续 
卉 函数 a(r), 使 得 VG; x) < alll); 

2) 我 们 说 函数 V Cr, x) RB SER. B, 即 存在 一 个 非 负 的 连续 
增 函 数 CO), 使 得 

BID s FG, x), B. lim bC) e eo; 


3) 我 们 说 函数 V C, x) 具有 性 质 C, 即 存在 一 个 正 的 连续 
AŽ Cr)， 使 得 
£K < —C(llxlD. 


首先 我 们 来 略 论 上 述 解 的 有 界 狂 、 解 的 等 界 性 以 及 解 的 一 臻 
有 界 性 之 间 的 关系 ,以 及 它们 同 李 雅 普 诺 夫 函 数 之 癌 的 关系 ， 

命题 2.1: 假定 《2.1) 中 的 XG, x) 是 :的 周期 函数 。 如 果 
从 平面 x(0) (6 — 0) 上任 一 -点 出 发 的 解 是 等 办 的 , 且 从 平面 xo) 
上 和 任 一 点 出 发 的 解 是 有 界 的 , 则 (2.1) 的 解 是 一 致 有 界 的 . 

dE: 不 失 -- 般 性 ,我 们 可 以 假定 XG, x) 的 周期 是 1, 考虑 从 
平面 x(to) 出 发 的 解 ,这 里 0 S < 1, 根据 假定 知 , 此 时 对 于 初 值 
xs 取 在 集合 E. Cled 入 ws, a 0 任 给 ) 上 的 所 有 解 会 达到 平面 
z(1) (4 — 1) E, 因此 根据 等 界 性 知 存在 一 个 与 加 无 关 的 正 数 on, 
使 得 x(t; xo, f) ]| S æ (xo€ E,). 这 样 一 来 ， 只 要 考虑 在 平面 
x(1) G= 1) 上 初 信和 集 x, € Ew Clxol| o^) 所 确定 的 解 ,这 些 解 与 
在 平面 x(0) LIER (0) 一 me Ew 所 确定 的 解 有 同样 的 性 质 ， 
因为 XO, x) 是 :的 周期 为 1 的 周期 函数 ， 

由 于 从 平面 x(0) 出 发 的 解 是 等 界 的 , 六 此 对 应 于 e, MEE 
DER p, 当 xo € Eao, M 
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lels xo, DH < 8. 
所 以 对 于 满足 Oct 1, xo€ Ea 的 初始 点 Cios xo) ZEE x x C5 xo: 
^) 我 们 就 应 有 

lix Ces xo» to) = £. 
AEG EN x《10) (ID 出 发 的 解 之 性 质 和 让 平面 x«t) (0 所 如 
<1) 出 发 之 解 的 性 质 -… 样 ， 故 只 要 有 xo€ Ev. REA lUi xe. 
Wl « 8, 3X HAS 8 = 8(o) 与 加 无 关 ， 这 就 是 解 的 -至 有 界 性 . 

推论 ， 当 XG. x) 是 上 的 周期 函数 ， 如 果 (2.1) 的 解 是 等 界 
89, Xu (2.1) 的 解 是 一 致 有 界 的 . 

证 ; 因为 (2.1) 的 解 的 等 界 愉 即 保证 了 由 平面 x(0) 和 平面 
x(z0) (0 « n — 1) 出 发 的 解 都 是 等 界 的 .因此 定理 2.1 的 假设 全 
部 成 立 . 

命题 2.2: 如 果 (2.1) 的 解 是 等 界 的 ， 就 存在 一 个 正 数 809)， 
使 得 对 任意 -一 点 (加 、 xo) € OQ, CI,CO X fg 92X E .€ |xoll < DR 
们 都 有 lel; xos l) S L). 

命题 意义 较 显 然 , 故 证 明 从 了 略 . 

和 车 为 有 界 性 的 一 个 充分 条 件 ， 我 们 用 李 雅 善 诺 夫 函数 可 得 下 
列 定理 : 

定理 2.1: 如 果 存 在 一 个 正 的 函数 V (1, x). 它 在 乘积 空间 

A: +o) x Eg(Cllx]| < Ro) 


PURGE XL, HAHA B; 又 假定 在 A 内 有 
dV av av 
de úi EE 十 x) x 0, 
则 (2.1) RRES AH. 
AE: 由 于 函数 VC, x) RAEM B, 郧 存在 一 个 连续 非 负 的 
增 函 数 AC), 使 得 
l bhri s VG, x), 县 lm eD = co， 
所 以 对 由 任 一 点 (10:x0) E A 出 发 的 解 x m9 xG xol 82 而 言 ,我 们 
只 要 能 指出 函数 VG x G2) 当 :一 co 保持 有 界 即 可 ， 事实 上 出 


, [10 7 


假定 知 
A  Q8V 
di (e m.s us 
V, x(15 xo, $)) S V(to, xo) = ifi. 
常量 Ve, xo) 的 大 小 由 [xol] 入 Re 的 大 小 来 定 。 这 就 证 明 (2.1) 
的 解 是 等 界 的 . 
定理 22:， 如 果 存 在 -一 个 正 函数 VG, x), 它 在 乘积 空间 
A*; I(0 « e£ « o0) x ERC le] Ze Ro) 
内 定义 , 且 只 有 性 质 4 和 A" 内 满足 


ðY 
bd A a 一 一 Tx 1 <0, 
de | GD E (6 a 


W (2.1) RERA 7 RJ. 

证 : 根据 性 质 4 知 , 任 给 一 个 o> 0 Ca > Ro), $ Melat, 
RIMA VO, x) <a (a). BFAR VC, x) 具有 性 质 4 和 B, 
故 存在 两 个 正 连 续 的 增 函 数 a), 0), 使 得 

sil) < VG, x) < Cle, E im 5C) = co. 


因此 根据 性 质 B, 我 们 可 以 选取 8, 使 得 当 jx 一 8 时 ， 
b) > ala), 
现在 我 们 来 证 明 方 程 (2.1) 由 点 Co Xo) € A* (6€ 1 lx] <a) 出 
发 的 解 xC4; xo, fo)， 当 上 之 加 时 ,总 有 下 列 不 等 式 成 立 . 
lelt; xo, #0))] < 8. 
用 反 证 法 : 如 果 存 在 某 一 时 刻 * = s, E 
ILOETEVIEEA 
则 根据 解 的 连续 性 知 存在 n I 6, 使 得 
[Ct rostl = a, IxCtas xas o)l 8. 
URALT, 
a < |[xCts xo, o)l < 8. 
此 时 我 们 考虑 函数 V Ct. xe X 10)), RITE 
V(&5 Xx; Xo; 10)) < aa), 
V Cta XC; Xo, 52) S (8). 


Y x(s, x) S 
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可 是 另 一 方面 我 们 根据 VG. x) 0. MUR 
V Cias x (5i Xo» 如 )) S Vt, XC23 Xo 10)). 
BD SCE) s ao), 这 就 导出 矛盾 ， 矛 盾 说 明了 
lx Ct5 xo; t)! PL 
成 立 的 假定 是 不 对 的 ， 因此 当 wE l, xroe 瑟 -时 ,对 所 有 z zo HE 
有 dx Gs xo» 0) — B. Hn 8-5 S ES, 故 (2.1) 的 解 一 致 有 界 。 
下 而 我 们 引进 一 些 例 题 来 阐明 这 两 个 定理 的 应 用 . 
使 1: 考虑 方程 中 
z + (x, 2)£ t Ale) = eO), (1) 
这 里 对 函数 plr, 4), h(x) 都 假定 足够 光滑 ,el#) HAE t > 0E 
续 , 且 足以 保证 解 的 存在 唯一 性 . 
如 果 对 所 有 >x* Bes WD g(x.2)2 0; XX x50 
H(x) = hdz > 0, 


Fe [nl 一 HSH (8) ~ eos 又 人 1eGD1a < o0; RI CO d 


一 个 解 当 一 十 co 时 满足 不 等 式 
Ix] < c, 1302] < ex 
这 里 e; — cCros 490, (i 一 1, 2), xo, 加 是 所 给 初 值 . 
证 : 作 变 换 
xy, »* 
LU a 
TES 
Vle, y) = V+ 2HG). 
WS (x, 29€ (0,0) 了 时, V(x, 2220, H4 je] 一 co 时 ， 
H(x) — o0, MW V(x, y) 具有 无 穷 大 性 质 . 所 以 由 V(x,y) e 
《和 常数) 就 可 推出 Ix] < co iyl e 
内 此 我 们 只 要 能 指出 , V Ce, y) 沿 着 (1)*# 的 每 条 相 轨 线 , 24 100 
时 ,都 保持 有 界 即 可 . 
由 于 
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V (x, y) aug - i (2y9 + 24(x)2) 


= — ylo(x, y) + e(2y 
« leQlly «yl + VHE) ee 
EV 2V(s, let], 


dV: y) VF Meo. 
dt ^ 


VG. y) - VG x) «v2 | «Oi 
«V j je(912 < oo, 
VGG, 500) & Y Gv, x) + | VF Meus 一 常数. 


这 个 例题 的 证 明 思 想 方 法 就 是 定理 ?2.1 的 具体 实现 . 
例 2: 考虑 方程 


a HOG) t glai)i tke) = elt) 0c (2) 
作 变 换 
PE nA) 
alx) 
这 里 


ác) ne exe (G0 2. SE t alu) Kü). die 
y= a(x)xr 十 bx), 


E 
Dy m a' (a)i t aleji + b'at 
di 
= g(x)a(x)2 + ali (G2 
4ogGz)e — hla) + e(01 + aGOfGos 
= a(x)L h(x) + eG]. 
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H — 
emu 0 - 


9 7 a) E — hx) + e]. 
ERM g) = 0 时 ,alx) = 1, 方程 C2) 就 变 成 
è + flra + hla) = elt), 
此 时 代 换 zz m y — D) m y SCO dn 就 是 列 挪 代 换 .下面 我 


们 就 针对 (2)* 来 讨论 它 的 有 界 姓 . 
如 果 al) < a(a Ze 3) 对 所 有 * SEL, X5 (x)h(x) z: 0, 


BARE «260, H* (8) = ao A Cu) du > 0; 且 当 jz| -oo 


N, HG) 一 oo, 并且 71e C01 aro: E CO 的 每 个 解 当 : oo 
时 ,满足 
ll « a, I] < & (o, o 是 正常 数 )， 
证 :只 要 能 够 证 明 没 着 (2)* 的 每 条 雪线, 当 1 co 时 ,都 有 
上 不 等 式 成 立即 可 . 
取 函 数 
W (z, y) =y y + 2H" Co) 
EM: 
O 34 (5, y) = (0, 0), Wx, y) > 0， 
Gi) 4 Je] > co I, H* x) — co, 
所 以 只 要 能 够 证 明 沿 着 (2)* 的 轨 线 W(x, y) 是 有 界 的 即 可 .。 事 
实 上 
Wx, y) Æ = E (yg 28 G)8G23) 
f 2 
一 ae)3z( — ala) ACE) 
s aQlyll1eCol 
« eClyl + 2H*G)) lel 
& ev 2 Wr, y)l«l, 
LIE! FON 
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WG, y) &WGw y) + | Olds = e, 


例 3: 考虑 
ž + jlt t hla) = ek), €» 
如 果 
G) f(x) 20, HAA € 成立; 
GD HG) = NOE 0, z20; 
Gi) E lz] 一 co hf, HC) — eo; 
G0 [lOd < o, 


则 (3) 的 每 一 个 解 当 + 一 oo 时 都 满足 fx{ ns OL m cz 
WE 仍 取 了 《zy y) 一 VY 十 28Cx)， 用 列 娜 代 换 把 (3) 化 
成 等 价 的 
K = y — b(r), (3)* 
y — h) + en, 
计算 
V(x, y) Tou e» ye(t) — bx) x yl leei 


« Ily] + 2H G)1let2] 
«2 Ly? + 2HG)1H e ~ V/ 2 VG, yo， 
故 
HY eov 2 es 
di 


VGG, D) < Vlan y) + [Hellas = c, 


从 上 上 面 三 个 例题 可 看 出 , 定理 2.1 中 要 求 
dV BV av 
dr ðt EB Ox Xon) «e 9. 
实质 上 就 是 保证 正定 函数 V (e, x) 沿 着 方程 的 解 当 : 一 oo 时 是 有 
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RA, 即 可 保证 解 是 有 界 的 。 而 这 种 有 界 性 都 是 等 度 有 界 的 ， 这 
一 点 从 VG. 3) 沿 着 轨 线 的 界限 可 看 出 。 因 为 对 沿 着 由 不 同 的 初 
始 时 刻 to 和 初始 位 置 所 确定 的 轨 线 
V(G), 620 < VC, yC) 
lentas = CCo, sos yo). 
故 对 同一 个 f. € 的 大 小 就 由 初始 点 《xo, yo) 的 范围 来 定 . 这 就 是 
解 的 等 度 有 界 性 意义 。 下 面 引 进 用 定理 2.2 来 解决 的 关于 解 的 一 
臻 有 界 性 问题 的 几 个 例题 ， 
例 4: FFE Winter)? AE 
i = F(:, x), (4) 
其 中 FG, x) 满足 不 等 式 
FG, x) GC. 

REIO, eC [D 分 别 是 确定 在 6 «x :< 二 oo R0 « [lel H oo 

上 的 正 连 续 函 数 , 且 满 足下 列 不 等 式 


(oe 一 十 oo， f. es 一 +0, 
N C4) 的 解 是 一 致 有 界 . 
证 : .此 时 我 们 作 
VCs, x) = |f dr - =a f aoas], 


R qr) 
此 函数 是 定义 在 乘积 空间 
A*: I(O « 1 十 co) x ERCIxII Z9 Re) 


上 的 正 函 数 ， 显 见 
VG, e) & eo f. -E — 4G) ~ aC. 
a(r) EER ERRAR, 故 VG. x) 具有 性 质 AL 又 


F Ct, x)= efi —mn | aoas | 


之 exp i ar Osi E T 一 br), 
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b(r) 是 连续 的 、 增长 的 正美 数 。 又 根据 条 件 知 
lim &(r) = 十 Co ， V, x) REHA B, 


g - leo M Mus m i 10077 In 


«(Cris 


j n 
由 re | = 5,2, 
imj 


dr oa ajej det cs so as, n 
MM 2 人 | E 2;? p 
pel Lr 一 ut 一 PC e) < eol), 
dr pe 4 ixl : llel x 
ra < lii ACO o |[x]D 
«nG)e xl = 221699), 


42e denlf, fno] 


x [7-0 —— > pre z] 


«elf, ts ao d 


1 i 
x |- nile) + PET mae) | x 0 


由 定理 2.2 41 (0 的 解 是 一 致 有 界 . 
附带 指出 一 点 ， 就 是 这 里 所 作 的 李 雅 普 诺 夫 范 数 自然 也 就 解 
决 了 方程 (4) 之 解 ,在 上 的 正 半 轴 的 存在 区 闻 之 极 右 点 是 b= +o 
的 问题 。 从 而 给 出 了 [5] 之 第 一 章 定 理 2 的 另 一 个 证 明 . 
例 5: 福原 满洲 雄 中 考虑 
zz 十 {1 二 1D)x 一 0， {5) 
e117» 


Bri f) 在 10 <a < 十 co) 上 和 连续 及 人 LCD Ls < eoo .此 时 
EERIE (5) 化 成 等 价 的 方程 组 


| Ou 
y — fI. 
3&4 1 OR 2 


F 
vG M ) - -F |Gonpds ( i T? 1?) 
»X5Yy e x Y 23 


TANA V, X5 y) *« xt y- alx, 2» V, Ta y) 具有 性 质 4, 
ptas do e ci RE Le 
RAHA B. 
££ o qaa oc Coop 


zi [HO 
eos (2x2 十 2yy) 


下 1(z)1de 
=g [IG Ce + y?) 一 2/06)0xy1 


-f Lora 
n 0 


zn 


[[fCGo 1C? + y» 十 2KDzy]， 


z by ry, HOLE y) 之 yli z 2 iy, 


ük 
NET 
dr |(5* 


根据 定理 2.2 知 方程 组 《5)* A6 8I] (5) 的 解 是 一 致 有 界 。 
fi 6. 安 托 西 维 芯 CAntosiewicz)"! 751 
十 px, x) 十 A(x) = el). (6) 
这 里 (e, 2), AG Le GO. 仍旧 如 在 例 1 中 所 作 的 同样 假定 ,在 
那 时 我 们 证 明了 解 是 等 度 有 噶 的 ; 现在 我 们 进一步 证 明 (6) 的 解 
是 一 致 有 界 . 为 此 将 《67 化 成 等 价 的 方程 组 


t = y, (6)* 
$7 — olr, y)» — hle) + el). 
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此 时 我 们 若 虑 | 

VO, x, y) = D! + 2H(1E — NEOIS 

O 根据 假定 ("1e Coda < eoo f 

Vle, x, y) < Dy! + 2H(x)1* = alr, y), 
Re, y) BERNKRERR KAE Rom ['leCOlde, à 
r= (xà + yT ze Ro 时 , alr, y) 在 乘积 空 

A*: I(0 1 0) X Ej UN 

上 为 连续 递增 的 正 函 数 , 则 了 Ci。 x,y) AER A. 


GD VG, x, y) = Dt + 2H (1i — E POI 


> [y a2H(G)]6- [le las, 

ble, y) = Ly! + 2H(x)]* — Re 
当 (at 十 yi m rm Ro b, y) 在 乘积 空间 和 A* 上 为 连续 递增 的 
3EfAEE ER, H4 r — oo it, Al, y) 00, Ve, x, y) 具有 性 
i B. 


Gi) É 一 一 一 [ef 人 (oj 十 io 十 2 Cx))-i(2yy 4 24()2) 


= — jel] D?! + 2H65]7* 
X (—9(x, yy + e(25). 
根据 假定 可 适当 选取 |y 足够 大 ,使 得 
—eG. yt e(2y 0. 
不 妨 假 定 当 iy| s ERFAR. WAE DIR 


一 max (Ro, R), 就 有 E|, «0, 由 定理 2.2 知 (6)* 的 解 是 一 


(e*t 


BARH. 

下 面 就 平面 的 情形 来 阐明 一 个 有 界 性 定理 ， 这 个 定理 对 于 研 
完 非 自治 系统 的 周期 解 的 存在 锤 是 有 用 的 . 

i2: 
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d. 
on = f(x y), 


dy (0) 
Uaz T g0 x,y). 
XE f, x. y). gs r, y) ERREN 
A*; I(0 & t 00) x Eel S &) X Ey] S &2 
上 连续 (& 7 0, k > 0, 可 以 充分 大 ). 我 们 用 下 列 方式 来 定义 一 
个 域 ， 
D: Jej <ko Iyl 天 天， 
D: jel >k Iyl Z ks 
D*. OK< o0) X D* (Ix| Sko 1y| 22 &. 
定理 2.3: REFE- YES B IE EA CV Gr, x, y) EDA 
满足 下 列 条 件 : 
1°. 3 |y| 7 00, V(1, z, y) > oo 关于 (tx) 是 一 致 地 成 立 ; 
2°. 对 每 一 对 正常 数 N, 和 Ni(N; > kio i 0 1, 2), 都 存在 一 
个 正 数 GON, No), EA EL, |x | 一 Ni |y] = Ni BF 
V(1,x, y) & GO. Ni); 
39. V(t, x, y) YE D VAY 
dV .. Ov 8v 
d: 6 ay 
此 外 ,对 每 个 M 20 (M 可 以 充分 大 ), 作 区 域 
DAM): 1€ 1(0 1« 0), >L, ly| SM, 
DAM): t€ (0s; 2« 0), x xx —L, |y] « M. 


RE L> oo 可 以 充分 大 , 且 依 赖 于 M. 

假定 存在 两 个 连续 的 正 电 数 W, O, x. y) G — 1.2), 它们 分 
别 在 区 域 DCM) G 一 1, 2) 里 定义 , 且 满 足下 列 杀 件 ; 

4°, HEA LOL), 存在 一 个 正 数 HOLD x 一 十 三 和 
xm L kj, W(t x, y) S HCL), WiG, x, y)  H(L'); 

59. 4 xy co i], W (1, z, 一 oo XJ (6. y) 一 致 地 成 立 ; 当 
x — —ool,Wi(,z,y)-— oxi, y) 一 致 地 成 立 ; 
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« 0. 


av 
十 
a 


65. WG, x, y) G — 1, 2) 在 它们 所 定义 的 域内 有 
人 <00G 一 1,2)， 


则 对 方程 组 《7) 由 平面 xz)《ae 1) 出 发 的 任何 -- 解 而 言 ， 都 存 
在 两 个 正 数 o= oto, xo, yo) 8 二 P(to, xo; yo), 18 24 £ 2 ig E, 
x15 toxos ye | < æ, Iy(isto,x0,y0)| < £. 

这 个 定理 的 几何 意义 很 明显 ， 从 下 面 图 中 立即 可 看 出 定理 所 
立 述 的 结论 正确 。 


例 7: B E—iur EL ELSE 应 用 这 个 定理 研究 带 有 周期 强迫 
力 的 二 阶 系统 
天 十 efy] + px) m ple), (7.1) 
满足 下 列 条 件 
OPIOLIMIOUE TEE > + 00, 
当 x — —00 对， A(x) — — 900, 
(2) sgnx * p(x) 220, M [x| >q, 
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这 里 ow), P6), p'e) R PO 是 连续 的 , eC) 是 周期 为 0 的 内 
期 函数 , 且 (oor 一 0, a 是 一 个 正 数 ， 为 了 研究 方便 起 见 ,我 
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r = y — A(x) + P, C2) 
$  —). 


这 里 PG) 一 WOLS 


在 选取 适当 大 的 正 数 a 与 5 的 前 所 下 ， 按 下 列 方式 来 作出 定 
理 中 所 要 求 的 孙 数 V(t, x, y)， 

e, I: (Zea, |y| < œ), 
erite, [I (f| & a, y >b), 
emet. M: (r« — a, y 2b), 

Voi 9 a N Qoae i bla 
erenc V; (x &—a, yS E), 
etn, VI: C[x| Sa, y s h). 


这 里 PG) 一 focos, u(r, y) = Ó(x) 十 T y. 


ZF W:O, x,y) G= 1, 2), 我们 可 以 这 样 的 选取 ， 即 选取 
一 个 适当 的 c> 0, 使 当 
z> celj, Wilt, x,y) 一 zs 
x X eck], Wt, x, y) = r, 
下 面 证 明 如 此 选取 的 了, WCG — 1, 2), 满足 定理 中 所 说 的 条 件 . 
证 : 根据 假定 , 当 |x| 之 9 时 , p(x) 与 二 同 号 ,因此 


lim (s) = co。 u(xsy) = Pls) 十 i », 


IFSES 
当 fy] 一 co 时 ,xx y) 一 co SET * Jk— c pr. VO x, y) 
定义 在 乘积 空间 AT:I(O scu 十 00) X EZ, r] Z0 a, |y] Z2) 
E) — T EXE EUR, FL 
1°. 24 |y] 9o I ,V (2, x, y) 00 对 于 (4 *) 是 一 致 池 成 立 : 
29. 对 于 每 一 对 正常 数 N,, NCN, > a, NL Ib), 
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V (t,x = e"WeNd) e exp (o (N) 十 £ NI); 
ici z 
3?. < ca et »)2 (St 一 一 9 2E et") 
t 


= eA pla) Cy — Alr) + PG) + yC7962)1 
= e“ — pld a) 一 PG))]. 

G) 在 区 域 I 中 来 考虑 , 当 Ix] > a E, o GOsgn x 22 0, Æa 
取得 适当 大 :使 >q, 则 当 |x| 20227 4 81, 即 可 保证 p(w)sgn x 
>0; PG) AR, 4 x — co tf, 4x) — 9、 亦 可 把 4 选 得 适当 大 ， 
(HÍS al, A POS EERE AKR a t 
况 下 ,我们 即 有 在 区 域 


Lor adl «oo Wf T ect, 
f 


(2) 在 区 域 I: lri Sa, y >b, 此 时 有 

AL ma oueit (p(s) — 1) + y51 
dt 

== etta —y — (A(x) — PO) Col) — 01. 
当 “ 值 选 定 后 , 则 当 |x| < a tt, |(4) — PO) Cel 一 1) 是 
一 个 有 界 量 ,因此 我 们 可 以 把 靖 洗 得 足够 大 ,使 得 y PN, 

— yr (—A€D 十 PG) — 1) x 0, 

这 样 一 来 在 区 域 I (|x| 和 a, y > 2) 中 我 们 就 有 


JV c o. 


dt 
(3) ERRI: x & —2, y > b, 此 时 


B 一 eeta pla lAl — PG). 


根据 在 I HEA a 知 , 当 [x] Ze 4 时, p(x)sgnx > 0, 可 是 
MEZE rS 一 4 ,所 以 p(x) x0 即 一 glx) 20. 再 根据 4 (x) 
的 性 质 知 当 x* — 一品 时 ，4(x) 一 一 0， 当 x+ 太一 a。 时，4 (x) 
一 PLD 才 0。 因 此 在 区 域 I 开 (x S —a,y LpA 
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dv 
dt 
(4) TED IV: e <a, |y| «5m, 


aV dU Bv [coc — Alw) + PG) 


«x 0. 


+ (y 29 oe» | = 777 


x |- (22 + 4€ — e]. 


由 这 里 看 出 前 面 在 1 中选 的 a di gui a 再 选 得 大 一 些 ， 
使 得 当 > < 扫 一 a 时 ， 
AQ) — PG) 十 2 - 0. 


这 样 就 保证 在 区 域 IV (x « 一 a, |y | & 8) di 


AY o, 
dt 


当然 如 此 选取 的 a, 所 有 前 面 讨论 过 的 之 性 质 仍 成 立 。 


(5) ERR V: s —a,y & —b, A 


DE m etn eG — AG) + PU) + C79 G)1 


zoe» — px) CACx) — PG). 
见 在 (1) 中 选取 的 < EREA r< alt, 
A(x) — PC) « 0, 
Wire (4) 中 选取 的 * 信 就 更 满足 1400 一 PC] 22 0， 此 时 有 
Z< 0. 


(6) 在 区 域 VI: ies ys 一 5。 有 
r4 一 QoS EC (x) + 1)(y — AQ) + PG) 
+ yC pley) ] 一 etm y 
— (plr) + DCAGQO — PGDDT. 
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在 上 述 (4) 中 选取 之 a 值 的 基础 上 ,此 时 当 [x| S “时 
g(x) + (4G) — PO] s Mo CE. 
此 时 把 b SEXSQCAK Ee. y «BM BER 
y — (pe) t D CAG) — PG) « 0, 
D o ZE CREE IONS] o (ecl RIE 


二 «& 0. 
AE S 


通过 上 述 分 析 知 在 乘积 空间 
A*: I(0 x rm 00) X Es Clerf 29 a, ly] 25 2) 
中 ,我 们 有 


a Oy 
dt Br 


此 外 我 们 在 . 

DM): 2€ I(0 x e 00), r >L, yl M 
上 定义 函数 Vi(t, x, y) 一 +。 在 

D(M)::€I(0s:-0)), x <L, |y] « M 
上 定义 函数 Wi, x, y) = 一 +。 BWC, x,y), G— 1, 2) 
下 列 性 质 即 

Epr oo HW, r, y) X) (0, y) 一致 地 趋 于 co, 当 zx 一 

tokt, Wai, x,y) X G0, 0 一 致 地 趋 于 一 co。 又 在 DOM) 
内 ， 


dg OP uw c AG En) 9 cut o, 
Bx 8; 


dW, de 
dt dt 
根据 4 (x) 的 性 质 当 * — 00, A (x) 一 oo。 可 以 把 工 选 得 适当 大 ， 
WEE DM) (x 2 L, ]y| & 于) 内 ,有 
y — Ax) + PO «x 0, 


从 而 保证 了 在 DIM) 内 有 人 过 0， 在 上 述 选 取 的 工 利之 情况 
下 ,在 区 域 DCM) (x & —L, ly] « M) ARE 


dA) RO 0. 
dt di 


= y — AG) + PO), 
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因此 根据 定理 2.3 知 针 对 方程 组 (7.2), 由 平面 =x(m) 出 发 的 任 一 
解 了 一 Çt; xo, yo, to), y m Y (1; xo, yo, to) 而 言 , 都 存在 两 个 正 数 
a Re, EH an, 
[x45 xo, yo, 10)| < e, [yCts xo, Yos Ol = 8. 

即 方程 的 解 是 有 界 的 . 

现在 我 们 就 来 讨论 李 趴 普 诺 夫 育 数 和 解 的 景 终 有 界 性 之 间 的 
关系 . 

定理 2.4: 如 时 在 在 一 个 正 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 V(:, x), ER 
PZH 

A*: I(0 < 4 < 00) x ER Cl] = Ro) 

内 定义 ， 具 有 性 质 4, BAC, 则 方程 (2.1) 的 解 是 一 致 最 终 有 
A. 

证 : 由 于 V(t, r) 在 A* 内 共有 性 质问 ,所 以 存在 一 个 非 负 
XE S HB PARC PCI ID, 使 得 在 A* 内 有 

ACID < VG, a), lim bC = +00. 
故我 们 可 以 适当 地 选取 Ro, 使 当 x € ERC] Zo Ro), 就 存在 一 个 
正 数 =， 
oaei, r). 
再 则 报 据 定 锂 2.2 知 方程 之 解 是 一 致 有 界 , 故 存在 一 个 正 数 中 ,使 
得 当 x € Eee(|z| S Ro) 时 ,就 有 
[x25 xo, | < B. 

SUERTE IE x mm x (r; xo, to), xo € E, (a > Ro) a 是-- 任 
意 正 数 . 此 时 就 存在 一 个 正 数 8, 它 仅 仅 依赖 于 a, 且 当 + 之 如 时 ， 
RMA lelt; xo, W <p. YEER HE: EIOS: o0) X Ex CR 
<fl e DHE EA ER VOG, x), WER VG, QRAR C, B 
存在 一 个 正 的 连续 函数 Cdl), E561, Ros liel 所 8 时 ， 


dV o2 
2 < calb. 


又 因 CCl 在 Ro < liell « 8 上 连续 , 故 存在 一 个 仅仅 依赖 于 如 
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的 正 数 aCA), ME U, 3) EHET, 


V 0, x) —A(8 


如 果 我 们 假定 初始 值 取 在 € l, xo€ E, 一 ER lR < liell < a) E 
所 确定 的 解 *43 xe. to) 总 是 满足 
Ro < lel: xv, 821] SP, 
那 我 们 有 
V(2, xt: xo, 79)) — V (to, to) «& —A(1 — to), 
从 这 个 不 等 式 我 们 看 出 ,在 某 一 个 时 刻 rm 68 
lxCr; Xo, zo| == Ro. 


REAL Ln tT, HTL (ala) 一 <). 这 是 根据 V4,x) 


具有 性 质 4 而 定 出 来 的 ， 因 为 在 乘积 空间 

A*:r€ I(0 & 1« 00) X E&CRo & lel < 8) 
Py Oe YG, 3) < all, BR PG, x) x 一 4(8) ORA 
HVG, xC; xo, 1) AR EC lall < a) ERP Er rl < RYA 
需 的 时 间 不 会 超过 T 一 i Cala) — c), B 


V(t, xCt5 xo, fg) 一 了 (ty x0) S ale) — c = AT, 
AK £T» 如 十 了 时 ,我 们 就 有 (i; xa. to 天 3。 注意 这 里 的 
TT 仅仅 依赖 1 w、 因 此 方程 (2.1) 的 解 是 一 臻 最终 有 界 . 
fj 8. Hpi (Reuter) $875 pe: 
è t kila + g(x) = Rp) (E 2 0), 
这 里 f), g(x) 是 x 的 连续 函数 .我 们 作 


PU) 一 | oar, F(x) = M (EJE, 


cc) ~ ['scoas. 
ERE G) PCO 是 有 界 的 ， 
GD 34 x— toht, F(x) 一 +o, 
GD 34 [| > xc 27 0, ag) 20, HH |e] 一 co 时 ， 
.127 9 


G(x) = » g(8ME — co, 


则 方程 之 解 是 - KRAAK. 
证 : 首先 我 们 作 等 价 的 方程 组 
(t = y + RPG) — KF C), 
‘y= px); 
在 适当 选取 常数 p > 0,9 >0 的 情况 下 , 按 下 列 方式 来 定义 函数 
Ple, x,y) 
6G) +É, Ie 2 4, ly] < c0), 


1 ; 
TOE I Cx] S4, y >p), 


2 
GG) 7 2, H: (+ < —4. y > p), 


V, x,y) = 2 
G (x) +5 +y, IV; (z < —g, |yl <P)» 


2 

G (x) + 村 一 29， V: (+ < —4,» & —p), 
1 

G (x) der pee VE Cle] < 2g, y & P). 


BULAK 0&1 + 0) Xx El >24, lyi >p) 上 定义 
BAR VG, x, y) BEZE, 045p 00,4 >0 取 得 适当 大 时 ,就 
EUERE YO, x, y) 在 

A*. O< o0) x Ex] >q, Iyl >p) 
LETAK, HELEN. 这 说 明 函 数 VG, x. p 在 A* 上 具有 有 
性 质 4。 同 理 可 以 看 出 函数 F(t，*, 7y) 在 A* RAHAB 又 

人 一 a 十 a (y + RPG) — &F GO) 十 By (7g), 
OD 在 区 域 I: x2 4,lyl < co 有 
EV GG + APO) — KPO) 十 多 一 5C) 


= ke GO (PG) — FG). 
xg(5) 7 0, EN x2 4 之 0,g(z) 27 0; BEI PGO 有 界 , 44 
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适当 大 时 , F(x) > POL 此 时 就 有 


(2) 在 区 域 [: hf xg. y mp 
A = (g(x) — 1)Cy + RPO) — RF(G)) + y C— g 6) 


= —y + (gl) — RPG) — F(x)). 

因为 在 |x| go) lk PO 一 Fltx)) 有 界 , 所 以 当 把 
常数 选 得 适当 大 时 ,就 是 忆 保 证 

V(1,x, y) 7» —y ct (gCO — RE) — F(x)) «0; 

G) ERR I: ze —9, y 2 p, 有 

t = gGOG + P) — kFGO) + yC—gG) 
= kgl) (PO) — F(x)), 

根据 假定 当 4 适当 大 时 ,一 Fa) 00, 4 F> |PCO], 故 
F(x) «P(G) « —F(), B) PG — F(X) > 0; 此 时 g(x) 二 0, 因 
此 有 


(4) 在 区 域 IV: x & g, ly! p, 有 


CUT D- Fle 2 (ges 
人 CDD + KC) — F) + (y + 29) Cro), 


-zc|tCO- ro» — 1, 


同 理 , 当 把 & 取得 适当 大 时 仍旧 可 保证 
kC) — F(x)) 一 A >0, 


而 此 时 g(z) < 0, 因此 有 74 «0; 


O) 在 区 域 Y: x —4,y & —p, 有 
d 


< = gs)[y + kKCG) — FG2)1 + yC—gG2) 


ma kgl (Pl) 一 下 (xz))， 
当 9 取得 适当 大 时 , PG) 一 F) 2 0, 而 此 时 g(x) — 0, 故 
aV s 0; 
dt 


(6) TEUER VI: [x] & q, y  —p, 有 


ZG) Dy + KU) — FEI + ye) 


= y + (gle) + (PG — FG). 
由于 在 jz] & q H., GOR 一 FG2X(g GO + 1) 有 界 , 因此 把 p 
选取 得 适当 大 就 可 以 保证 

d my GG) + DPG) ~ FGD) < 0, 
REE, TDSUEGHRBNEEY GL x. 完全 满足 定理 2.4 之 全 部 
条 件 , 因 此 方程 之 解 是 一 致 最 终 有 界 的 。 
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第 二 篇 线性 系统 


第 四 章 常 系数 系统 


众所周知 , 常 系数 线性 系统 是 最 容易 研究 的 ,因为 常 系数 线性 
微分 方程 组 是 可 以 通过 初等 函数 解 到 底 的 最 重要 的 一 类 常 微分 方 
F. 

LEPEIX: REMUER GHT, FEfI— ^U EIRE 
系统 都 是 非 线 性 的 .我 们 说 某 一 个 实际 的 物理 系统 是 线性 系统 ， 
英 意 思 只 是 说 ， 它 可 以 充分 精确 绕 用 一 个 线性 系统 加 以 近似 地 代 
表 而 已 ， 并 且 , 所 谓 * 充 分 精确 ”的 意思 是 : 实际 系统 与 理想 化 了 
的 线性 系统 的 差别 ， 对 于 具体 研究 的 问题 来 说 已 经 小 到 无 关 紧 要 
的 程度 . 

然而 ,在 实践 中 ,我 们 得 到 了 这 样 的 结论 : 为 数 很 多 的 工程 系 
统 经 过 工程 近似 的 手续 之 后 ,在 一 定 的 条 件 下 ,都 可 以 看 作 常 系数 
系统 ,这 也 就 是 为 什么 在 控制 和 调节 的 理论 中 ,关于 稳定 性 的 这 一 
部 分 理论 特别 发 达 的 缘故 ， 有 中 前 伺服 系统 理论 所 处 理 的 基本 上 也 
就 是 这 一 类 系统 (当然 ,近年 来 也 对 非 线性 调节 系统 和 非 线性 何 服 
系统 进行 了 大 和 山 的 研究 ). 

事实 上 .线性 系统 理论 是 自动 控制 理论 中 历史 最 悠久 ,内 容 最 
完善 和 应 用 最 广泛 的 一 个 分 支 ,这 是 因为 从 数学 的 角度 来 看 , 它 和 
线性 微分 方程 理论 ,电气 和 机 被 系统 的 振动 理论 ,电路 理论 等 十 分 
接近 ,可 以 利用 这 些 学 科 已 有 的 丰富 成 果 ; 另 一 方面 , 大 量 的 工程 
实际 问题 就 可 以 近似 地 用 线性 系统 理论 来 研究 和 设计 。 


$1. — f& E yo! 
线性 系统 汕 最 重要 的 一 类 可 以 用 常 系数 线性 微分 方程 来 近似 
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描述 , 它 可 以 很 成 功 地 用 拉 普 拉 斯 (Laplace) 变换 方法 来 研究 ， 
此 系统 的 运动 状态 的 判别 号 决定 于 和 油分 方程 的 《 即 其 传递 配 数 的 
分 母 的 ) 特 征 概 的 分 布 情况 ， 例 如 系统 的 稳定 人 性 就 归结 为 要 求 " 特 
征 很 均 在 左 半 平面 ”*?。 相 应 的 判别 方法 有 古典 的 劳 思 ~ 赫 维 奖 
(Routh-Hurwitz) 准则 等 , 

上 述 方法 不 仅 用 来 判别 稳定 性 ， 而 且 还 可 以 由 久 州 的 种 种 曲 
线 的 性 状 和 特征 根 揭 分 布 情况 来 分 析 系 统 的 动态 品质 ， 计 算 过 小 
过 程 曲线 等 等 . 相应 地 还 有 一 整套 的 工程 设计 《分 析 和 综合 ) 方 
法 , 这 些 基于 传递 函数 或 频率 特性 的 理论 和 方法 往往 称 为 “ 频 域 ” 
的 方法 。 这 是 党 系数 线性 系统 古典 理论 的 主要 内 容 . 

由 于 常 系数 线性 系统 有 许多 技术 上 的 应 用 ,所 以 对 以 前 那 种 
认为 解 常 系数 线性 方程 组 在 原理 上 并 不 太 困难， 因此 认为 它 在 理 
论 上 没有 多 大 兴趣 的 看 法 , 己 有 所 改变 .反观 在 现代 文献 中 ,这 就 
是 应 用 技术 方面 对 常 系数 线性 系统 理论 所 出 了 一 系列 新 的 带 理论 
性 的 问题 ， 解决 这 些 理 论 性 问题 需要 做 大 量 的 带 有 应 用 方向 性 的 
工作 。 这 里 我 们 先 简 述 关于 常 系数 线性 微分 方程 的 一 般 理 论 . 

考虑 常 系 数 线性 微分 方程 组 

EL E (s =1,2, ---, 7}, (1.1) 
di 
RE aomi, .…,。 9) 是 常量 。 积分 这 类 方程 的 理论 是 众 所 
周知 的 。 我 们 先 叙 述 这 理论 的 基本 原理 . 


沙 察 ”次 方程 
u — À n ttt 
a an — 1."a2n 
DO)-|^ = ” |~0, (12) 
LETI An "ut * un n À 


这 个 方程 称 为 系统 《1.1) 的 特征 方程 ,行列 式 DA) 称 为 畦 征 行列 
式 , 设 是 这 个 方程 的 任 一 根 , 则 对 应 于 这 个 根 , 方 程 (1.1) 有 一 
特 解 ,其 形式 为 

x, = /A el (251,2, *::. 8). (1.3) 
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其 中 4. 是 常数 ,它们 由 下 面 齐 次 代数 方程 来 决定 
aadi t ctr + (a, — AA, rr b aud m0, (1.4) 
因为 D() = 0, ep MW. 
如 果 方 程 (12) 只 有 有 单 根 , 则 在 (1.3) r4 i 9 1.2, *- 7. m, 
RESNE C1.1) 的 7 个 特 解 , 这 些 解 是 独立 的 . 
AUR LEER, 且 其 重 次 等 于 7 与 前 面 一 样 , 这 个 根 对 应 于 
解 (1.3), 其 中 4 与 前 面 一 祥 也 适合 方程 (1.4), 但 在 这 种 情形 
中 , 根 A, 还 对 应 于 与 (1.3) 不 同 的 其 它 解 ,这 些 解 具有 形式 
TD 2 (1.5) 
Hh La 为 二 的 一 个 多 项 式 ， 这 些 多 项 式 的 次 数 不 超 过 上 一 1 
而 可 小 于 这 个 数 ， 这 里 需要 根据 DO) 的 秩 是 等 于 还 是 小 主 = 一 
1 而 分 成 两 种 不 同 的 情形 . 
首先 假设 DO ) 的 秩 等 于 = 一 1, 即 这 个 行列 式 的 = 一 工 阶 
子 行列 式 ? 中 至 少 有 一 个 不 等 于 零 , 在 这 种 情形 中 (1.1) gis (L5) 
形式 的 解 ,而 且 至 少 有 一 个 多 项 式 的 次 数 是 7 一 1, 如 果 用 六 (的 
任意 队 导 数 来 代替 这 个 解 中 的 请 (Co , 我 们 仍然 得 到 方程 (1.1) 的 
解 。 用 此 方法 可 得 到 方程 (1.1) 的 :组 解 ,具有 下 而 的 形式 
x9 uf) eh, 
i 一 GAOR 
: dt 
(1.6) 


sm 


a n dev C2) et 
7 di^ : 


所 有 这 些 解 都 互相 独立 ， 最 后 一 个 解 与 (1.3) 是 一 样 的 ， 我 
们 把 所 游 虑 的 这 种 情形 称 为 重 根 1; 对 应 的 -- 组 解 ， 

设 DO) 的 秩 小 于 2 — 1, 例如 设 此 行列 式 的 秩 等 于 "一 2， 
则 所 有 m 一 工 阶 子 行列 式 都 等 于 零 ， 但 至 少 有 一 个 ”一 2 阶 的 于 
行列 式 不 等 于 零 , 这 时 方程 (1.1) 有 两 个 形 如 (1.5) 的 解 , 其 中 多 


1) 我 们 把 去 挤 原 行 烈 式 中 大 行列 的 一 个 行列 式 称 为 (mn — AFTIR. 
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XX, LO 的 最 高 次 数 分 别 等 于 P 及 qg, 而 p 十 4 二 1 一 2, 在 这 些 
解 中 可 把 其 中 每 一 个 的 fC) 换 为 它 的 任何 阶 导数 而 作出 新 的 解 ， 
所 有 如 此 得 到 的 解 是 互相 独立 的 . 

ux 
A9 fet, 
dm cw } (1.7) 
是 所 指 的 特 解 ， 多 项 式 LO 的 次 数 不 超过 p, 而 其 中 至 少 有 一 项 
方 次 取得 该 数 。 SAFO 的 最 高 方 次 等 于 4。 如 上 外 指 ,这 时 
P+4=i—2. 

在 解 (1.7) 1 B, 依次 以 多 项 式 的 各 阶 导 数 去 代替 ,我 们 得 到 方 
程 (1.1) 的 两 组 解 ,分 别 由 p 廿 1 及 e 十 1 个 解 组 成 , 每 一 个 都 具 
A FIBI X 


Lg  (g2].2,--. p+ 15, 
Mp (1.8) 
--— er (801,2, 5, 41-1), 
因此 , 在 所 考虑 的 情形 中 , 根 4; 对 应 于 ?十 4 十 2 一 :个 特 
M. 其 中 两 个 具有 (32 的 形式 (每 -组 中 有 一 个 )。 这 些 解 对 应 于 
适合 代数 方程 (1.4) 而 豆 相 独立 的 两 组 数 4., 因为 行列 式 DC) 
BIRET n 一 2. 方程 (140 的 确 有 两 组 互 祖 独 立 的 解 ， 

”在 一 般 情形 中 , 当 DOS 的 秩 等 于 = 一 和 时 ,与 前 面相 同 ,! 
重 次 的 根 对 应 于 个 互相 独立 的 解 ， 但 这 些 解 分 散在 4 个 组 中 . 
2n (1.8). 

, DO4) 的 秩 不 可 能 比 * — 小， 否则 很 容易 证 明 2 的 重 次 将 
较为 大 .因此 对 应 于 所 考虑 的 根 , 解 的 组 数 不 可 能 超过 i, BIR 
的 重 次 ， 如 果 组 数 等 于 1, 则 每 一 组 是 由 一 个 解 组 成 , 且 每 一 个 解 
都 是 形 如 (1.3) 的 形式 . 

由 此 可 知 ,在 所 有 的 场合 中 , 方程 (1. D 对 应 于 某 重 根 的 特 解 
数 等 于 该 重 根 的 重 次 。 实际 计算 这 些 解 需要 解 线 性 代数 方程 组， 
作出 这 些 方程 最 简单 的 方法 已 由 H P. 切 达 耶 夫 中 指出 
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游 由 方程 (1.2) 所 有 的 根 , 我 们 得 到 方程 (1.1) ”个 独立 的 特 
ER. Vh tas a.c. Ern 表示 这 些 特 解 (第 一 个 指数 表 函 数 的 号 码 ， 
第 二 个 指数 表 解 的 号 码 ), 我 们 得 到 方程 (1.1) 的 普遍 解 
x; | Cita 十 cza b eee E Cats, (1.9) 
FER cis ete, cn 为 任意 常数 .这些 常 数 决定 于 初始 条 件 , 而 且 如 
果 在 任何 解 中 量 x, 的 初始 值 很 小 时， 出 相应 的 常数 cj 的 秆 也 很 
Hh. 
如 果 关 是 复数 , 则 如 (1.3) 或 (1.5) 形式 的 解 也 都 是 复数 的 ， 
网 我 们 只 对 实数 解 有 兴趣 , 故 有 必要 将 它们 变 为 实数 的 形式 为 
此 注意 到 因 ai; 是 实数 ， 如 有 满足 方程 (1.1) 的 任何 一 组 复 函 数 
解 , 则 这 些 贰 数 的 实 部 与 虚 部 也 满足 它 . 令 uat iw, WE (1.3) 
或 (1.5) 中 的 最 4 及 六 (也 是 复数 的 ， 设 AL PL iO, fo 
P: tide JURE P, 0 REK o, K d ERR, EDE 
(L5) 中 的 实 部 及 虐 部 分 开 ， XRETREEESUSIAE IERI u+ ir tA H 
的 两 个 解 ,或 者 是 
x, = (P, cos vt — O, sin vi)e, 
x, = (P, sin v? + Q,cosv£)et, (1.10) 
或 者 是 
x, = (Ps cosvi 一 由 :sinDzr)etz， 
z, = (g,sin vt + d, cosvz)e^, (1.11) 
CTER u — iv 所 对 应 的 解 . 
以 上 折 讲 的 使 得 当 受 干扰 运动 的 微分 方程 具有 (1.1) 的 形式 
时 ,稳定 性 问题 可 以 很 容易 的 解决 实际 上 干扰 运动 的 特性 ,稳定 
或 不 稳定 可 以 出 特征 方程 (1.2) 的 极 完 全 决定 . 
首先 假设 特征 方程 所 有 的 撒 的 实 部 都 是 负 的 ,在 这 种 情形 ,以 
上 所 考 虚 的 特 解 无 论 是 形 如 (1.3) 或 (1.5), 0.10) E (1.11) 当 
e 无 限 增 大 时 , 都 趋 于 零 . 同样 无 论 e; 是 怎样 的 常数 对 于 普遍 解 
(1.9) 也 是 这 样 。 由 此 可 知 干扰 运动 在 任何 初始 条 件 下 都 是 稳定 
的 并 且 是 渐 近 称 定 的 ， 
假设 酝 特 征 方 程 中 至 少 有 一 个 概 的 实 部 是 正 的 . 福 应 于 这 个 


*135* 


根 的 特 解 , 当 e 一 co 时 就 无 限 增 大 ， 如 时 这 些 解 中 的 函数 都 乘 以 
常数 c, 我 们 仍然 得 到 :一 个 解 ,对 它 而 言 。 选 得 足够 的 小 , 则 x 的 
初始 值 可 以 任意 地 小 . 因此 在 所 讨论 的 情形 ,方程 (1.1) 具有 任意 
小 的 初始 值 的 解 ， 当 * 一 oo 时 是 无 限 增 大 的 ,因而 未 被 干扰 运动 
是 不 稳定 的 . 

假如 桂 征 方程 不 具有 正 实 部 的 根 , 但 有 实 部 为 零 的 根 ,这 可 能 
是 零 或 是 纯 虚 数 ， 相 应 于 每 一 个 零 根 , 如 果 这 个 根 是 单 根 ,或 老 虽 
然 是 重 根 ,但 解 的 组 数 等 于 根 的 重 次 时 , 则 有 下 列 形式 的 解 


x,79 Áp (1.12) 
否则 方程 (1.1) "HF RUE BE 
x, = fO). (1.13) 


EPLO 是 :的 多 项 式 . 对 于 每 一 对 纯 庶 根 十 W —1, 如 果 是 单 
根 或 虽 是 重 根 但 其 对 应 的 遂 的 组 数 等 于 重 次 ， 则 得 到 下 列 形式 的 
[n 

(x, = P,cosvt — Q, sin vr, 


x, = P,sinvt + Q,cosvr, (1.14) 


如 果 十 bv 一 1 是 重 根 ,而 且 相 应 解 的 组 数 小 于 根 的 重 次 , 则 方程 
(1.1) 有 下 面 形 式 的 解 ， 

x, = Q,cosvt — Ysin vi, 

z, = Q,sin v? + d';cosvt, (1.15) 


其 中 o, & 册 是 :的 多 项 式 . 

出 现 《1.127 或 (1.14) 形式 的 解 并 不 破坏 稳定 福 , 因 为 所 有 的 
解 中 的 函数 都 是 有 界 的 、 但 这 时 稳定 显然 不 是 渐 近 稳定 的 ， 出 现 
(1.13) z (1.15) 形式 的 解 显然 引起 不 稳定 。 

因此 当 扰 动 运 动 的 微分 方程 具有 (1.1) 的 形式 时 , 我们 有 下 
IB BS AZ: 

1. 如 果 方 程 (1.2) 的 所 有 根 都 具有 负 的 实 部 , 那 末 ,系统 51.1) 
的 等 解 是 浙 近 稳定 的 . 

2. 如 时 方程 (1.2) 的 根 之 闻 至 少 有 一 个 其 有 正 实 部 , 那 末 系 统 


. 136 * 


(1.1) 的 零 解 是 不 稳定 的 . 
3. 如 果 方 程 (1.2) CR PUEGESCUBSIB , EUR RUE. E 3c PD RS 
根 , 那 末 ,可 以 有 稳定 性 (不 是 渐 近 稳定 的 ) 也 可 以 有 不 稳定 性 . 
这 样 一 来 ,关于 系统 (1.1) 零 解 的 稳定 性 向 题 , 可 以 归结 地方 
程 (1.2) 祖 的 性 质 的 研究 ， 当 展开 行列 式 (12) 时 ,我 们 得 到 方程 
JOY = h" + aA H oo H aa T/m D, (1.16) 
由 多 项 式 fO 的 系数 组 成 矩阵 
a 1000 Q> 
ds 08; a 1 0 0 -> 
ds G4 âa 4j 44 1 ++ 
在 这 个 和 矩阵 的 写法 中 ,如果 m > 0. 我 们 假设 am = 0, 研究 行 
列 式 
a 1 0 


1 
5 As 一 
i43 d? 


A ee dg, â, = H3 Ga fija >》 An 72 dass 


为 了 使 得 方程 《1.16) 的 所 有 根 都 具有 负 实 部 ,其 充 要 条 件 为 不 等 
x 
A> 0, 25 — 1,2, e, nit (1.17) 

满足 。 

这 个 论断 叫做 赫 维 芷 定理 ;在 文献 [2] 中 ,就 有 赫 维 茨 定理 的 
证 明 . 条 件 1.17) BARAR HERRI. 

对 于 二 阶 方程 

M 42440820 


的 劳 思 - 赫 维 茨 条件 为 a > 0, 


83 > 0, 


对 于 -三 阶 方程 


9, 


á | =. 或者 , 同 用 的 ， 227 0, 
9; 


A 十 ad d ac gy =Q 
的 劳 思 - 赫 维 获 笨 件 写成 : 
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a90,]. > 0, aaa: — aa) > 0, 


dy & 
加 然 ,这 些 条 件 等 价 于 条 件 : 
4,77 0, a> Ü, 2,85; 27 a3, 


李 森 林 ” 给 出 了 使 


an — À *** an 
las — hal Sj or = 0 
Gao t7 Eyn À 
之 根 均 具有 负 实 部 的 一 个 完 分 条 件 . 
以 12,1 表 实 数 os 的 绝对 值 , 作 行列 式 
Zu lan] 58v lanl 
ga flee aa dell - 


[anl ian t ana 
4 As REAR G, D) TURAT. 例如 4a 为 4 中 《13) 元 即 
lana] IRAT. 

定理 : 设 在 (# ) 中 之 4, Ay WERP 44y <0 (一 1，…: 
7)， 则 方程 ja 一 hal 一 0 的 很 均 基 有 负 实 部 . 


证 明 参 考 [31 
例 : 0-3, UE an <0, an 0, aa 0 X 
9n lan) laali 
4 一 |jaazl an ja 中 二 0， 
ilasl las} aa 
D 
4. —À dg da 
f) == n à — À ta -) 
ân n dg — À 
的 根 均 具 有 负 实 部 ， 


这 是 因为 4 一 aunty 十 lanagaz] + |anazaal— an lanay] — 


2n| 422] pel 2| 4525] <0, 而 上 式 中 除 第 一 项 为 负 以 外 ， 其 余 
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KIJE, AES 4470, 45070, 447-0. Ak 44,0, 
<“ 1,2, 3, 由 .上 面 定理 , 则 知 f(4) 一 09 之 根 均 具有 负 实 部 . 

上 面条 件 虽 属 充 分 条 件 ， 但 比 起 用 其 它 方法 来 判定 要 简单 得 
多 (尤其 当 # 很 大 时 ),， 所 以 在 实际 工作 中 可 以 先 试用 上 述 方法 
尤其 在 设计 中 ,设法 使 上 述 定理 的 条 件 得 到 满足 ,这 时 再 没 计 就 方 
EZT. 

EH EU, HARRER H REA RI EE ERIR fE RUE 
RT MATRAH LHE. 但 是 我 们 仍然 要 作出 《1.1) 的 合适 
的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,因为 对 这 个 函数 经 过 一 些 变动 以 后 ,可 以 得 到 
很 大 一 类 砂 线 性 方程 的 合适 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 


$2. 二 次 型 的 李 雅 普 诺 夫 国 数 的 存在 性 


1. 现在 我 们 将 系统 (1.1) 写 为 矩阵 形式 


IE m Ax, Q.D 
dt 


XE r= co Cr x) BIZ n 维 列 向 量 , 4 是 # X 2 DET uk 


ERE, 
A tt* Aia 
Cm ) 
dap 777 d 


‘eni na 


并 且 导 求 二 次 型 了 一 xBx( 这 里 x 表示 x 的 转 置 )， 


bu tt ba 
ja | oe 
Lm C bnn! 


K ba bj, 实际 上 了 一 2j bjx;x; 的 对 于 + 的 由 于 这 个 系统 


构成 的 导数 ,我们 得 到 
PomxBxdxBxi, 
APARRA X = xA 之 时 ,我 们 得 到 
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V ex(AB-cBA)x, (2.2) 
现在 要 求 型 了 满足 方程 
V 一 wu. (2.3) 
这 里 w= 一 x'Cx 是 给 定 的 二 次 型 
当 比 较 (2.2) 及 (2.3) Z RIIE T E E R HIBER 
程 
A'B + BA=—C, (24) 
XEK, RRR ER w HERE, 方程 (2.4) MRE v appe, 
注意 到 在 方程 (2.4) 中 ,矩阵 B, CREER, 
现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 21: 如 果 系统 (2.1) 的 特征 方程 的 报 ， 使 得 4, 十 X4 不 
取 零 值 (在 任意 ;大 的 情况 下 ) , 那 末 对 任何 预先 给 定 的 二 次 型 w， 
存在 唯一 的 满足 方程 (2.3) 的 二 次 型 了 。 
写 出 矩阵 如 对 称 性 的 条 件 , 并 且 比 较 等 式 (2.4) 两 边 相 应 的 
项 ,我 们 不 难得 出 借助 于 C; 来 决定 ba 的 下 看 的 线性 方程 组 
ba — b, 
之 Canbar 十 ay bu) 一 一 ck EZ. } (2.5) 


我 们 要 指出 的 是 ， 经 过 坐标 变换 * 一 Py (P 是 非 奇 异 的 ), 方 
程 (2.5) 变 成 
b - Ay, 


MOT ERU TEEP TS } (2.5)* 
^ 


其 中 205, 25. 05 2 BUS YBEE 4*, B*, C* 由 的 元 素 , 而 
A* me PAP, B* == PBP, C* = PCP, (2.6) 
因为 x 一 Py, 故 x — y'P', 方程 Q1) 经 过 变换 后 为 
y= POAPy 一 A*y, 
这 时 函数 V (x) 一 了 (py) = V*Gy) = yP BPy = y B*y, 而 
w(x) 一 w(Py) = w*(y) = ~y P CPy = —y'C*y, 
故 
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时 
P^ -—JB'ycyB*y 
t 


= y A* B*y + y B*A*y 
= y (A* B* 十 B*A*)y. 


要 求 
day* = w*, 
dt 
BD 
A*'B* + B^ 4A* = —C*. (2.7) 


其 中 4*, B*, C* 由 《2.6) 式 表示 ,注意 到 方程 (2.7) 与 (2.4) 不 
同 之 处 仅 在 (2.4) 的 字母 上 都 加 上 * , 改 经 过 坐标 变换 以 后 , (2.5) 
ARI (2.5)* XX. 

现在 我 们 可 以 选取 一 个 特殊 坐标 变换 (也 许 是 复 的 ), 使 得 


G, 0 


G, 
这 里 G; 是 形 如 


的 方块 . 在 两 个 矩阵 中 没有 写 出 的 项 均 为 零 . 更 进一步 指出 , s 是 
一 个 固定 的 (但 是 是 任意 的 ) 不 等 十 零 的 常量 ,而 且 4* 的 特征 根 不 
依赖 于 es。 令 A(s) 表示 未 知 最 P. 的 线 姓 方程 (2.5)* 的 系数 行 
列 式 , 不 难看 出 Aks) 是 8 的 -个 多 项 式 , 当 E 一 0 时 , (2.5)* 有 
简单 的 形式 

BX br. 


(A, 十 Ae m 一 < 六 > : A k. } 62:8) 


* [4f 。 


因此 它 的 系数 行列 式 A(o) 是 所 有 (2 4-20 (i I JD ESL, H 
假设 得 A(o) ~ 0. 

因为 A(o) = 0, 故 A(s) RESTE, HH Ale) 是 es 的 多 项 

XM AC) = o RARIK NR. 我 们 取 * 党 于 这 些 根 中 的 任 

-一 个 . 因此 我 们 有 AC) = 0, 这 样 一 来 ,由 (2.5)* 得 出 , P8 唯一 
地 由 c 拓 决定 , 改 8* 唯一 地 出 C* 决 定 ,因为 由 (2.6) 式 得 到 ,8*， 
C* 唯一 地 由 B,C 决定 (反之 亦 然 ), 因 此 我 们 得 到 这 样 的 结论 , 从 
方程 (2.5) 可 以 由 C 唯一 地 决定 8， 定 理 证 毕 . 

如 果 4 是 一 个 稳定 矩阵 〈 其 特征 方程 的 所 有 特征 根 都 具有 负 
实 部 ), 那 末 对 于 任 春 给 定 的 戏称 矩阵 C, 利用 上 面 定理 2.1 (因为 
Ài 十 À; X 0), 存在 满足 

AB + BA= -C 
üoxpEKAEDE B. REKE B 由 解 包含 3 的 三 (D 个 元 素 的 
i n(n-- 1) 个 线性 代数 方程 组 得 到 , YES. 彼 湿 特 玫 C. 斯 托 利 的 
工作 md 中 指出 : 矩阵 了 的 计算 可 以 缩减 到 解 1 2 (0 一 1) 个 方程 
组 , 即 比 原来 可 减 掉 个 方程 ， 
因为 B 及 C 是 对 称 的 ,所 以 我 们 可 将 方程 (2.4) 写成 
1 d 1 i ; 
(B4 + 二 Cj (sa 2 Cj) 一 0， (29) 
所 以 
S 一 84 二 二 5 (2.10) 


JÉBORPWRABPE. 如果 4 是非 奇 哎 的 《稳定 矩阵 显然 是 非 奇 异 的 )， 
从 方程 (2.10) 得 十 


s -( -+ ejan, (2.11) 
HELETE AGHA 
pz- 二 < 了- B-(s-ic)he. 
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47 (s - Lc) = {s -c) 47, 
2 2 
(s- Lc) 4— (s icy 
25 2 
(5-4 cja4 (AC (s -l cy 
2 7 2 
— $4 — lc4-a$—1 tec, 
2 2 


A'S $4 c i (AC -— CA) 一 i [(C4)' — CA], 
RE 
A'S + 5A = (CAY — CA]. (2.12) 
因为 $ 及 方程 (2.12) 的 右 端 是 反对 称 的 ,方程 (2.12) 表示 了 决定 
S15 2 «(n — D 个 元 素 的 二 xn 一 D 个 方程 .将 方程 (2.12) 的 


和 解 5 代入 方程 (2.11) 中 ,就 给 由 了 和 矩阵 B. 
Bl: yd 十 ay 十 ay® + ay 0, 
有 


:0 1 0 \ /—ajag —a,/ay 一 17a3 
A = | 0 0 1 ) A zi 1 0 0 |, 
—ay ~â —a, 1 0 


ER C DS RAMS 
cu 0 0 
E C2 o) 


Vo 0 cg 


0 sn $i 
SS 一 | 一 fa 90 323 |> 
Tsa Sa Ü 


/0 0 — dg / 0 $12 313 
A'S 一 ' 0 E ^ 0 i5 
0 1 CU", “sn — íy 0 
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353 3523 0 


= | ag Sa 十 aa Sa js 
一 312 F 445) asa $3 | 
/ 0 fg fu 0 1 0 
S4 一 EN [E 0 0 1 
一 一 323 2 0743 Ta 7744 
ay 785359 $327 ais 
m Eds Tsa 8052 Tasa > 
一 93 sa 
故 
Sasa 十 dam Sa — ata 
AS + SA 一 [us 一 da; 0 sS — lsz |， 
3 十 au 一 93 十 as 0 
容易 算出 
cQ, 0 0 0 t B 
CA =| 0 cn 0 0 0 1 
“0 0 ca 一 0 A —44 
[U Ci 0 
= 0 0 cn |> 
一 4353 7742033 7 81683 | 
D 一 cl aca 
(CAY — CA =| cn 0 


一 4263 77 C22 |» 


“G3C33 4263 十 C22 0 


得 出 


1 
ayga F asn -= y €u5 
"d 
2 8,513 = EET T3343 
1 
HE 一 di$33 EA z Va + axa), 


REPE XAN HFEA, Hh S, 再 从 {2. xt 得 出 B. 
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2. 对 于 线性 系统， 我 们 来 证 明 玫 个 关于 李 雅 普 诺 夫 函 数 存在 
性 的 定理 .下 面 的 结果 是 由 李 雅 普 诺 夫 本 人 得 到 .他 作出 了 形 为 
mm 次 齐 次 型 的 子 数 。 在 这 里 为 了 简单 起 见 . 我 们 只 限于 讨论 二 次 
型 ,取消 了 加 在 wj- 的 定 号 性 的 下 求 ， 

定理 2.2: 如 果 方 程 (2.1) 的 特征 方程 的 所 有 根 者 具有 负 的 实 
部 , 则 对 于 任何 预先 给 定 的 常 负 二 次 型 w( 除 原点 以 外 它 不 在 包含 
(2.1) 的 整 条 轨 线 的 集合 M 上 取 零 值 ), 存 在 一 个 并 且 仅 一 个 满足 
方程 (2.3) 的 二 次 型 并 且 这 二 次 型 了 必定 是 正定 的 . 

事实 上 ,两 为 量力 十 44 BREE, 则 按照 定理 2.1, 存在 满足 
方程 (2.3) 的 二 次 型 六, 剩 下 只 要 证 明 玉 是 正定 的 ， 用 肥 证 法 , 假 
设 在 基 个 点 nalh x2) AREA Vah, x2) < 之 0, ET ER 
数 了 的 齐 次 性 ， 对 任何 正 数 下 将 有 VOR, rr. RS) 0i 这 就 
是 说 , AA Oo EARRAK AE V RAES. 2P w= 0 的 集 
合 M 不 包含 整 条 雪线 。 由 第 … 篇 第 -- 章 定理 4.4《 在 变 『 为 一 耻 ， 
dE ex 一 好 的 情况 下 ) 得 出 平衡 位 置 的 不 稳定 性 , 这 与 假设 矛盾 。 
因为 在 定理 条 件 满 足 的 屋 况 下 保证 了 零 解 的 浙 近 稳定 性 、 现 在 我 
ERE, EHDA n 有 了 (xn 一 0 因为 六 二 0， 并且 沿 着 轨 线 
x(2, xo) KARE EER 户 =:0. 那 末 可 以 找到 点 一 x, xo); 
在 这 个 点 上 有 VG) «0, 又 得 到 上 面 所 讲 情形 , 我 们 又 可 引出 矛 
盾 , 这 样 一 来 , 除 点 0O 以 外 ,处 处 有 V(xo) > 0, 定理 证 毕 . 

定理 2.3: Un RA Se QD 的 特征 方程 根 之 | 邮 至 少 有 一 个 具有 
正 的 实 部 , 并 且 在 任意 i, 的 情况 下 , E 4; 十 办 不 取 零 秆 , 则 对 
任何 的 常 正二 次 型 w( 除 原点 以 外 , 不 在 包含 (2.1) 的 整 条 轨 线 的 
集合 M 上 取 零 值 )， 存 在 一 个 且 仅 一 个 满足 方程 (2.3》 的 二 次 型 
V , 币 且 这 个 二 次 型 了 不 是 常 负 的 . 

显然 ,按照 定理 2.1, 二 次 型 了 是 存在 的 ,现在 只 要 证 明 , 二 次 
型 了 可 忆 取 到 正 的 值 ,我 们 也 用 反 证 法 来 证 明 , 如 果 假 设 , 除 原点 
以 外 ,处 处 有 不 等 式 了 < 0、 但 在 这 种 情形 ,我 们 可 以 利用 第 一 篇 
第 一 章 定 理 3.3 (重新 变 了 29 — V, tige X9 — e) 得 出 系统 (2.1) 的 
” 零 解 的 浙 近 稳定 性 。 然而 由 定理 的 假设 , 特征 方程 至 少 有 一 个 具 
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有 正 的 实 部 的 根 。 我 们 得 到 系统 (2.1) FEDRE. 由 此 得 
出 矛盾 , 所 以 以 上 处 处 有 VV < 0 情形 不 可 能 存在 。 如 果 在 任何 点 
有 V(xo) 一 0, 那 末 因 为 广 不 能 沿 着 通过 点 的 整个 轨道 取 零 
信 , 所 以 就 导致 这 样 的 结论 。 在 这 思 道 上 有 点 y, 有 TV(y) > 0, 这 
与 定理 的 结论 相符 合 . 定理 证 毕 ， 

He: WRR A. hy 0 不 满足 ， 则 定理 2.3 变 成 不 正确 ， 
我 们 研究 当 方程 (2.1) 的 特征 方程 之 根 中 有 零 根 的 情形 ， 此 时 由 
系统 Q.D 的 系数 组 成 的 行列 式 4| 等 于 零 ,并 且 方 程 组 


> 1-],2.--::,.m, 
有 非 零 解 Q (xi. cro. xD. ATETEA V, ERORITA 


aV 一 UES axi 0, 


dt P Brr xn 
因此 广 不 是 定 号 的 . 不 企 如 此 ,这 里 玫 一 0 的 集合 包含 了 整 条 轨 
线 , 因 为 点 日 是 奇 点 . 


定理 2.4: 如 果 在 系统 QD 的 特征 方程 根 之 间 至 少 有 一 个 
根 具 有 正 的 实 部 , 那 未 对 任何 常 正二 次 型 w( 它 大 不 包含 (2.1) 的 
整 条 罗 线 的 集合 M 上 取 零 值 ), 总 可 以 找到 这 祥 的 二 次 型 了 及 正 数 


a, 使 得 满足 关系 式 
dV 


Mte cte, (2.13) 
HERAV TEKAKI. 
为 了 证 明 起 见 ,与 系统 《2.1) 同时 , 我 们 研究 系统 
dx c 
E (4 xe E) x, (2.14) 
这 个 系统 的 特征 方程 为 
l4- (=+ t)e|=0. (2.15) 
显然 ,系统 @.UD 及 系统 (2.14) 的 特征 方程 的 根 之 间 的 联系 由 关系 式 
ATL, T 
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WE. RAR e 如 此 小 ,使 满足 下 面条 件 : 

1. 从 Re; > 0 fJ 5, 2 0, 

2. bi t 0, 2x 0, 对 任何 整数 ;i 及. 

显然 , 当 取 “ 足够 小 时 ,第 一 个 条 件 容易 满足 当 注 意 到 

č: + br >A; tA a 

时 ,可 以 选取 a, 使 其 不 与 有 限 数 集 1, 十 A HE EA, 这 样 ,第 
二 个 条 件 也 可 以 满足 . 

按照 定理 2.3, 存在 这 样 的 取 正 值 的 函数 了, 使 得 由 于 系统 


(14 的 42 — w。 因 为 
dt 
2 - (u= toe em 
= [Ax] gradV 一 x'gradV ， 
JEFE REX SUCRE 
x gradV 一 » p x,2V 


i=1 OW; 
的 定理 , 则 
= 4| 一 1d 
dt GA dt la 


RH T ao HERIABLY DETRE (2.1) 所 取 的 导数 。 2 


一 来 , 关系 式 (2.13) HE. 
3. 关于 李 雅 普 诺 夫 定理 的 一 个 注解 


— aV, 


李 雅 普 诺 夫 曾 给 出 了 下 面 的 定理 : 
定理 A; 设 4 是 一 个 实 n x+# 阶 算 阵 ,满足 
AG + GA = —I (2.16) 
WE, HERMEEN G dETEBS Z6 URRE A EE CBD 
4 的 特征 值 的 实 部 是 负 的 ). 


O. 陶 斯 基 〈Taussky5) 给 出 了 它 的 等 价 定理 如 下 : 
定理 B: X 是 一 个 实 # x na 矩阵， 它 是 一 个 负 纯 綦 具 阵 和 一 


* 147. 


ABUS EIOBBE ISI, 4 D J& —^ 33] AEE, WU] X D 是 稳定 的 充分 
必要 条 件 是 DD B)BUECN TEGGXSRGERJ. 
以 下 利用 扰 阵 的 反对 称 性 ， 给 蜡 了 由 定理 8 导致 定理 4 的 证 
明 , 要 指出 的 是 ,我 们 这 里 的 证 明 比 O. 陶 斯 基 的 证 明 诸 简单 一 些 . 
AE: 在 (2.16) 的 两 边 用 正 交 相似 变换 [ 见 注 ] ,使 (2.16) 成 为 


AG + G,4i d =f; (2.17) 
1 0 
这 里 G1 一 ( ) HABE 4 与 矩阵 4 的 稳定 性 是 相同 的 . 
iU En’ 
由 (2.17), 


á - 
( AG; + EX. 十 (46. 十 i) — 0, (2.18) 
4 S=AG 十 Ll B (2.18) 可 以 看 出 ,5 AEREE. 


J&xes- loa, 
D = Gi, 

现在 要 证 明 : 

(1) 如 果 4 是 稳定 的 ( 即 44 RREH) 一 > G 为 正定 (前 面 已 
指出 , G 是 存在 的 ,现在 只 要 证 明 其 正定 性 即 可 ). 

XD = XG! = 416G,G,! 一 4, 

所 以 XD 是 稳定 的 ， 由 定理 B 得 出 D 的 所 有 对 角 元 素 > 0, 因此 
Gi 的 所 有 对 角 元 素 >0, 故 G 为 正定 的 ， 

(2) G 正 定 一 > 4 是 稳定 的 . 

因为 G 正 定 , 所 以 G 的 所 有 对 角 元 素 0, 故 DD 的 所 有 对 角 
元 素 >0, 由 定理 也 得 出 XD — A 是 稳定 的 , 故 4 是 稳定 的 . 

注意 到 上 面 用 到 一 个 简单 的 事实 ， 正定 烧 阵 的 逆 也 是 正定 
RS. 

BÉ. 一 定 可 以 找到 一 个 正 交 相 似 变换 ,使 


Er 0 
G => G = Sl | 
0 gs 
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而 保持 单位 矩阵 不 变 ， 

4 Fla) 一 了 Hqixixi n = qu) 表示 一 个 二 次 型 。 如 果 我 们 

pU 

习惯 地 用 x 表示 列 向 量 x 一 | : ) 则 我 们 有 F(x) xx. 这 
TIE ] 
在 二 次 型 F(x) 5BUEOIjBpEEYTY —— RARA, RE 2 一 
CD 就 称 为 二 次 型 F(x) 一 Paqari lga = 44) 的 矩阵 . 

如 果 在 二 次 型 F(x) 上 用 坐标 变换 x 一 Py (PdédESPSÓDDISO 
则 GO) = F(Py) = y (POP)y, ik CO) 也 是 一 个 二 次 型 ， 它 的 
矩阵 是 已 OP， 也 就 是 说 ， 坐 标 变换 使 o y(x 一 Py), 则 相应 的 
二 次 型 的 矩阵 0 一 POP 一 0.， 同 样 ， 逆 变 换 ? 一 x(y 一 P^'x), 
使 Cl 一 POP K : 

EZER ER BITES RRE x = Py 中 的 了 有 有 这 样 的 特 
性 ，PP' = E, 则 这 样 的 变换 就 称 为 正 交 变换 . 正 交 变换 最 重要 的 
性 质 是 使 单位 矩阵 E 不 改变 ,也 就 是 说 , 它 不 改变 二 次 型 

HCx) m ri + 十. 
XH H(x) 的 矩阵 是 E., 并 且 PEP 一 PEP — E, ERG 
H(x) = H(Py) — yi t c: yi 
即 正 交 变 换 不 改变 距离 。 在 一 般 代数 学 中 论述 了 一 定 可 以 找到 一 
个 正 交 相似 变换 ,使 
igx | 


EE 
因为 它 是 一 个 正 交 变换 , 故 保持 单位 矩阵 不 变 . 

同样 的 , 可 以 由 定理 4 的 成 立 推出 定理 8 的 成 立 ， 其 证 明 过 
Bux BAR. 


G 一 G6 一 


$3. 2x BER IX X 


EE 1959 年 , 禁 燃 林 中 就 给 出 了 常 系数 线性 微分 方程 组 的 李 
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雅 普 诺 夫 疼 数 的 公式 ， 
(— BERRE ERE 
dry a; jo AE 
FL 1; 2,538 (3.1) 
李 雅 普 诺 夫 外 证 明 : 如 果 (3.1) He TES 
la; — 485| = (1) (^ + paT t e b w)jem—0 (32) 
BJEUBIR E RAAGERD, PRH TERA EAEE) m QOICUX. 
多 项 式 U(z,, ttt x4); 恒 存 在 唯一 正定 CHE) 给 次 齐 次 多 项 式 
VEz, xS) 满足 方程 
4V 
em 2S = U. (3.3) 
这 里 在 于 给 定 了 负 定 二 次 ( 即 m = 2) 齐 次 多 项 式 
U — —4 5 xj. 


Pri 
A 是 还 常数 ,根据 (3.3) RRR REEERE V AH D A A 
3& ,以 表示 成 一 些 平方 的 和 ,而 其 系数 是 劳 思 - 赫 维 艾 行 列 式 
让， 六 tr- 


po Pr *** Puis 


i (3.4) 


Po pl 


0 0 pr 
(po = 1, py = 04 k > 5) 的 函数 . 
(2) 记号 和 基本 定理 : 为 书写 简单 起 见 ， 我 们 引入 一 些 记 
号 : 


x, 
1? 在 # 阶 系数 行列 式 lal 中 ， 第 ， 列 的 元 素 换 以 | : | r4 
ra 
fi, BUGÉU ms tto re ITA vo crt v 列 的 元 案 《v 之 m vj) 
作出 的 各 附子 行列 式 , 以 Missus tts Fa) 表示 之 ; 
2” 记 号 XM 4G ct. on). 或 有 时 为 方便 起 见 简 写成 
Six» 表示 诸 MEL s t5 x4) *j Via ttt, DR 的 和 ， 其 中 LU 
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tr., n 是 集 (1, 2,……-, 7) 中 的 各 种 可 能 组 合 , 但 必须 取 到 六 
行列 式 A, 的 第 A 行 中 的 所 有 元 素 Pk AU EMI. as 
m ttt. x4) 所 得 到 的 新 行列 式 ,以 Aun; tts xu) 表示 . 
基本 定理 : 给 定 实 常数 线性 微分 方程 组 《3.1), Wlgg x 
V æ A A > i 


e21 j=l $2. 


x A, As n, m t, x.) (3.5) 
《An = 1) 沿 方程 组 (3.1) 的 积分 曲线 的 导数 是 
E e — ALAIN AS pi 2. (3.6) 


dr j-1 
RAAR n = 二 2 时 ,是 马尔 金 首先 得 到 的 . 作为 例子 ,我 们 
给 出 此 公式 当 ”= 3 时 的 形状: 
V = bp — pi) xi + xi xi) 


十 ppsl( X1 ĝu 4 X3 Aa y «( fn Xi | 十 X 25 y 
X1 an Ya az 4n X) X3 73 
+( Su Xi Ls än fi y] 
4 X5 432 X5 (3.7) 

Xi ân agf : A YL 4 i 
E | px pilx2 an | + Pu; — Pijan x) al 

X3 45 3 an XI d3 

i an än Xi? 

+ [= — Pijn 9» *Xi | E 

y az Xj | 


T 一 —2p(pp — pipi + xb - xl. (3.8) 


3X FE RUBRA (3.5) , 不 仅 在 〈3.4) YS ACT ELI TEE TEE AEER 
数 ,而 当 (3.4) 中 没有 一 个 为 零 ,或 者 虽然 有 的 A 为 零 , 但 车 此 时 
HIV BYEEN, PEE NERAN. 
Cm) 为 了 证 明定 惠 , 我 们 先 证 下 述 引 型 . 
引 理 1: 下 列 诸 式 (3.9) 一 (3.14) 是 恒 等 的 ( 沿 (3.1) 的 积分 
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ARRE): 


5n 
5 4;1,7; 7 — Aix] — DSM 


i=l 


x 《xy dbi 25), MT 15), (3.9) 
d ) 
dt XM. Gi; dg Z2 = (—1)*p,x; 
LI DMa (2i, ttt 44); (3.10) 
Q 71,2, ttt A — 1), 


d 
3 Mni t XQ) o (teas G.11) 


Dot Pic-s Pn 
po sss Pi-4 Pro- 


CM EPOR REN ES 
g^ MS 1,)— — (3.12) 
0 … Po~ Pea 


Pr 0777 par-s Pis 
to c'* Pin- Pun 


d 人 
ü Ay, TT £a) as 


0 Psi pa 
0 3E 
— Pas-ni n. Tt BP (3.13) 


d , 
A. de Asin. nu. : x.) Fx As A i, LOC Xa) 


= Aci uin, tts znh)， 
gr32.*-*,5 —21 472 1,2, *--, fL (3.14) 
证 : 上 十 述 诸 恒 等 式 中 , (3.9) 可 直接 由 定义 推 得 ; (3.11) 可 仿 
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照 (3.10) 来 证 明 ; (3.13) 可 仿照 (3.12), 只 须 注意 到 (3.11) 与 
(3.10) 的 不 同 之 点 就 可 以 了 .所 以 在 此 我 们 只 证 明 (3.19), (3.12) 
和 (〈3.14)。 

对 于 等 式 (3.10), 可 以 只 限于 讨论 ; = 1 的 情形 ,因为 交换 不 
方程 (3.1) 中 了 与 1 的 位 置 ， 并 不 改变 组 (3.1) 的 本 质 , 而 可 以 使 
之 变 成 了 一 1. 


(3.10) 的 左边 是 
Xi ain ivg 
d SML (xı ar. Y ) = d > Xa Hwy, t7 yug 
aVg ptt Y), 3 村 ^7n um 
di TUUM di: d ec 
Xu V yer; 7271 
fis Jis; iy, 
TES 5 Si Hy for avrg 
zi 4 
m] occ 
yir a I M77 
gi Airy 81v, 
Li 
, a a a 
- s 5 Pa Ppa Pirk : 
全 | E 
Hy ykp, piv; 
985 LIUM Cd iv, 
Gy Cy, 117 duy 
ED? : $ hd is (9) 
| Vy. Co», Fogok 


其 中 21S vy Suv numo» S n) 的 各 种 可 能 组 
ARM. 
(3.10) 之 右边 是 
| C7 D* par, 一 XM uns t, m) 
= (—D'ey 一 XiM un, tt ry) 
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x a a 
ran (— Dp — E HL BP Hu 
Fag Fukt ukuk 
Aum M A ak 
[一 (= 1)*p, — b ...s.:. Xt 
8 uuu V ukek 
f 0 a2, iy, 
x, a tg 
I 3 Er Hik Hilik : Qo 
Yuk Pup 17 Huang 


其 中 24 为 对 m. el Lg «otto «Lou < 2) 的 各 种 可 能 组 
合 求 和 ， 我 们 来 证 阴 ( 末 7) = Ok). 

& x 的 项 : EC 六 ) 中 ,注意 到 (一 1)tpi ZEE PUR T asl 
的 所 有 多 阶 主子 行列 式 的 和 ， 
AH 
而 2 ERA an 的 所 有 天 阶 主 子 行 列 式 的 和， 


a 


Ra 777 guy 
Ef Ck ox) 中 六 的 系数 是 食 a 的 克 阶 主子 行列 式 的 和 , BUCK) 
中 x, 的 系数 , BU Ce EE 的 项 等 于 (* pE n BS. 

其 它 的 x;(i œ D: 先 证 (六 炒 ) 中 有 的 项 , 在 (*# ) 中 必 有 。 事 
X: E, XE ABA s cor MA t rom gu m n) SIE 
中 任 一 个 jw(l Ki R), H, E ou 的 项 是 
dis, Ut 84] 


IEEE 


-—-(—1)n08*» duo 717 Puck 
S Hi2 
Hi ge Ha LITER: 


t t t m 


€ apu, ttt Auie 


1545 


Mu 


而 在 c» "m, 我 们 可 取 : = ftis V Hj, tt, Di Wya Pip T 
Bitis it. DRT Hpo Yat tt 构成 一 种 组 合 ,得 到 《* ) 中 含 x, 的 同 
样 的 一 项 : 


| eae 777 uou. 777 Bing 


Hua 


dT dox BM akpa 
ig, ttt da 
= (—1)5! Hpi 777 Tunk T 
Vaya, 7177 epu 
uen, ^77 Gapir 
即 证 明了 C* x* ) 有 的 项 (x* ) 必 有 . 
其 次 证 (x* ) 中 有 的 项 ,在 C(x¥ du. 事实 上 ,对 ( 玉 ) 中 任 
取 一 组 合 123 * “UR 及 $5 Z f 一 某 一 个 Pos yi 


3 ly. de al» 


yas Hype, Ei EE 773 
KRZR Ss ~= v (0 = 2,77, k), io s vas, M CR) HE 
z, 的 项 是 
Als Hd, 777 Alve 


*, 


Augs Popy, EL yr 
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fiv, eas Alr; 9, LM 20d 81, 


(i 


ss 
8, 


ki zii pa yj; yo ja uic 
fg Cox) dn, Eno n t0, ii T Vis Hipi T Pap, cot 
ms pi my 得 到 同样 含 +, 的- 项: 


Ko 


Alp, ->*t Alri Kir Alaia bia iv, 
"A ( - 1) 615 


LZ 


LETT “ 


T Rye Crus Bonit — 1 "Hyg, 
EMERIT CO HUE BS, CC RIAT., JB EAE CR) ADR 
两 个 行列 式 是 一 样 的 ;〈 料 六 tIIRAE ZG LXX RESEUEMI T Cx) 一 
Cx x). EA (3.10) 证 毕 . 

对 于 《3.12), 我 们 分 两 种 情形 来 证 明 . bo 29 4 34, rh 
Asi. 1 x) 的 定义 及 G.10), 有 
B ttt Pe Po 7077 Pai 


d 
pum Asa, 


dt a 0 7 Po Pio "t Pan 
2 "ctl 
P 0777 Pe Pe ttt Pea. 


Y ti 
Q cc po Pa c0 Peu 
z Poaa 


Ip octo Pea Pa ttt Pe 


0 cc Po ££! oc] Pen} 


0-0 D5 


+1 


注意 到 fo l, x, $4. Jai) 上 式 就 可 以 化 成 《3.12》 的 右边 ， 对 a 
为 奇数 证 毕 . 设 5 为 偶数 , 则 有 
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p re Po war Pn 


d d 
— As X1. a) 7 一 一 
di au 1 E m, J| D -p t Pon 
E EN gas 
1 e+1 
ĝi ttt Poa 777 Promi 'aoctá] Pea c0 Piel 
--— DO o£ n 7 Pari x; 一 0 -+e p e^ Pot 5 
Q0 **。 Pi ... Poa 0 -*- 5 "at 5 
1 "+3 


前 一 项 为 零 ,因而 上 式 等 于 《3.12) 的 右边 , (3.12) 证 毕 ， 
今 证 (3.14) ,我 们 将 它们 一 起 写 到 左边 . 由 Au A Aoli 


x,) 的 定义 及 (3.12), 有 


一 Asnide-hi CR MER | x.) * As BsauiGis tt x.) 


d 
十 ôs 一 Asi, Vido x4) 
dt 


Boc] Pim Pini || £a co Pu Pua 


Po ^^^ Pii Pr Po ^oc Pie Pu 
9 ccc pe Pon O *** Pam Po 
D re Po- Pori 0 e» 5 
s—i v" 
Bcc] Pr- Pra ||P co PF: Ps 
Poo coc Pie) Pn po C7 P256 P20—4 
p m "m 


O +t Pa Porz 0 '** po: Po 


2153 2 D +** po-3 Poi 


s e 
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Doct Pu Pu f oes P3 fna 
Pe ccc Pu Pu || Po t0 P Pus 
7 D. ise Pc Pea * 
0 “加 O stt Pam Pea 
O c poa Po 
Pom P Q. ones by py 
"n 


如 采 将 上 式 依次 写成 一 48 十 CD 一 EF, 把 4 和 CC 按 最 后 一 行 元 
素 展开 ，4 中 最 后 一 行 第 & 列 的 元 素 对 应 的 于 式 记 为 De 则 显然 
A E Doa. Y$ — AB 十 CD 中 有 相同 的 D, 提出 来 , 这样 有 
| 2: t** Pu, 0 
Pc 


erresa. 


—ÁB + CD — EF = Dn 


e Li 
nh Pa 0 ht pz-3 0 
Po Pa 0 fo Pa 0 
— p, i dp | S 
0 +. Pei Po- 0 Pa Pe-3 
人 Uo» 
| PC BP2s-3 0 
Po ` £e 0 
| "terere 
0 - Pea 0 
0 .- Š, 0 
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Doct Pus Pu 
Po ^'* Puis Psi 
一 Da pig E 


O tts Pea Pori 


合并 上 式 的 第 一 项 与 最 后 一 项 之 后 ,容易 看 出 ,上 式 是 下 面 行列 式 
的 拉 普 拉 斯 展 式 : 
Bc P» Prom 
Po ^t^ Pi- Pre 
0 Ps Pon 
(—0n" 0 7: 0 — Pw- 
0 0 —Pno 


0 十 1 个 c —1^ 

今 将 它 的 第 2,3… ,9 列 分 别 碱 去 第 a F2, 0 t3, ,20 9I, 8 
后 将 第 3,4,… ,0 行 分 别 加 到 第 oa 十 1, o2, …, 20 —2 11 EI, 
得 到 一 个 行列 式 , 此 行列 式 是 2z 阶 的 , 在 它 的 左下 角 有 一 个 ac 行 
g d» BÜASRECÉXE oC EP 29], 0 十 (c 二 1) 一 2 十 1>2o. 
根据 行列 式 中 熟知 的 索 波 列 夫 (Coonen) 证 明 的 引 理 。 知 此 行列 
式 等 于 零 ,等 式 (3.14) 证 毕 . 

(四) 基本 定理 的 证 明 . 我 们 将 (3.5) 沿 (3,1) 的 积分 曲线 求 
导数 ,注意 到 (3.9), 有 

2 —2A;-A, 2. 2l xit; 
*23j 2) AA t e) 
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n 


d 
x y» A (n, x) =Œ —2A n A, bx xj 


7 一 1 


Rc 2A ir A ba (3M Pm, uaa x.) 


j=1 


7 一 1 " 
X Avin, y v5 3.9) 十 之 > >, II AljAui(xi， PS x4) 


j=l oal J=} 
tati 


x - As, E 2n). 
dt 


IB (3.13) ,poAw-l = A, È (3.14), 有 
"—1 n 
M Hi Avin. ttt, E Ans uS x) 


$—21 i=l 
ETEESI 


2-3 a 
- P3 II A, Asin, : 1 654) cA A, 6n. a" ža) 
esl 了 =】 di 
ste, 


d 
十 Ai、 Va OP sa Ascni n, ttt. x.) d: Assn, S S x.) 


d 
十 åt t Ass. Ån. (n, S £4) Je As. vins D EE x4) 


n-3 r 
d 
"m 2 JI A A, ins tt X4) — Asgn, tex) 
s=] + 二 1 dt 
tatl 


ToActAVaAAVaASAVsUns oy pAn s coo. xL) 


= >， Hi WWE COR "Nw >， xn) t Asin, T$ ta) 

r 

+ Â‘ ~ “人 -人 AIAA tifxziy kr Xn) As, n; tta x4). 
继续 用 (3.14), 由 归纳 法 , 不 难 证 明 1: 式 等 于 


Ac "ASA, t Xn) 
l d 
x |As neta 1.) 十 Ai 4^" KENT QUT s|, 
G=1,2, 7a), 
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如 果 再 注意 到 

A = ħi; A pp — Pas 

PTCPRLEP xQ) 一 AEM ,xs EEPE 

一 久之 Mn, XE 

Aen, c7 x) = XEM Om, ct m) 

及 (3.10), 那么 立即 可 得 〈3.6), 定理 让 毕 . 
最 后 要 指出 ,由 于 李 雅 普 诺 夫 函 数 不 是 唯一 的 ,可 以 有 各 种 作 

法 ,对 特殊 问题 述 可 另行 考虑 其 它 公 式 ， 


$4. E. A. 巴尔 巴 欣 公式 中 ] 


下 面 针 对 线性 系统 来 具体 地 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 
1. 首先 对 二 阶 系统 


ži = aux F atas (4.1) 
Aj aan ann 
来 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 . 
给 出 二 次 型 


w = wyt + 2wgxx d msi, 


并 且 企 图 找到 这 样 的 二 次 型 


v = ypt + 2syrux 十 Ynti, (4.2) 
便 得 它 关于 上 的 由 于 系统 (4.1) 的 导数 , WESA 
dv 1 
Z lw. (4.3) 


当 报 据 系统 (4.1) 来 微分 ” 时 ， 并 且 比 较 (4.3) 中 在 xi, nns, 
所 前 面 的 系数 ,我 们 得 到 三 个 方程 组 
antu 十 anty = fu 
anon + Can + anden + antn = 295, (4.4) 
anta T antn 7 Wy, 
这 个 方程 组 的 系数 行列 式 为 


w]161 s 


ån an 0 
A =| an an $ ay an |= (an + an)(anan — apan). 《4.5) 


0 e an 
24412 RR v, SEE RETE WERE (4.4) 时 , 并 将 被 找到 的 系数 vi RA 
(4.2), 我 们 得 到 


i wu an 0 an wu 0 
"TUA j| 299 an + 22 an [zi + 2| 22 291 an | ixi 
wy dy an O wn an 
an an Uu 
十 | an an + 4n 254; [xi | 
0 21 Wn 
由 此 立即 得 到 
0 xi 2mr axi 
= 入 2 2 0 (4.6) 
Ui án 4n cU 42 än 
Wn 0 3 4n | 
方便 地 取 函 数 V = A» 作为 李 雅 普 诺 去 函数 ,在 这 种 情况 下 ,有 
DV = 2Aw (4.3) 
2. 对 三 阶 系统 
£i = ayti 十 aux) Ck dista, 
£; = anti + dnt, 十 453x3, (4.8) 


X3 = ägt + X2? 十 G3a3X3 
B ,我 们 可 以 得 到 类 似 的 公式 . 
给 定 了 二 次 型 


3 
NET >, Wikiko Uy 1M Wii 
[ 


之 后 ,我们 找 出 满足 条 件 z 20 的 二 次 型 
pe 5 Vgs Vig I Vhia 
pk-1 
确定 系数 vi, 的 相应 的 组 为 : 
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ayyy tayon + aavis Wn ， 


awut (2n an)vn 十 ez + anvat aava =2wyn, 
213/n 十 423017 + (antaa) TV dtu 2U, 
3190 V pU avs = wns 
iu) tan vy + asvnt Cant az) vat axta 
—23; 
813813 十 aata 十 33/33 77 1033, | 
(4.9) 
这 个 组 的 系数 行列 式 为 
LI an an an 0 Q 0 | 
4g an T 4» à ay LEN 0 
Acl 7 a + ag 0 an fa 
0 a 0 an ag 0 
0 41 an an ân t 4a an 
0 0 jq 0 an a3 
= Jaik, 11)|, (4.10) 


这 里 , 令 akik, ji) 表示 在 组 《4.9) 的 方程 (由 比较 方程 3 一 2w 中 
在 xxi 前 面 的 系数 而 得 到 ) 中 在 va 前 面 的 系数 ,容易 看 出 ,下 让 的 
关系 式 


alik, jl) = alki, i) = akki, li), (4.11) 
区 M ij, kwiM, 
ME P 4 iw, klk, 

a (ik, H) | + diis 当 k sli " kth, (4.12) 
haus 当 i 二 j= 二 一 1 有 时 


是 正确 的 . 
按照 克 业 姆 公式 解 系 统 (6.9). , 我 们 得 到 


Aik 1 
pum R E v= -一 > PANTE FETI 
ik ^ > A d ivit 


这 里 AU 表示 这 样 的 行列 式 , 它 从 行列 式 仿 中 用 系统 《4.9) mp 
端 来 代替 这 个 系统 中 在 va 前 面 的 系数 而 得 到 ， 
不 难 相信 ,在 这 种 情况 下 ,类 似 末 公式 《4.6) 的 公式 
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0 zo 2xir 2er 好 2em xd 


wa an an az 0 0 0 
1 2mlz du an + ar 23 n 93 
dici A| 2 fa Z3 an d az 0 n aa 
wn 0 an 0 än az 0 
2w 0 13 an Hi än + az 4g 
wy 0 0 2 0 823 233 


是 正确 的 . 
与 以 前 一 样 ,如 果 取 二 次 型 了 = Av, 那 末 得 到 
V-2Aw. 
作为 例子 ,研究 方程 
党 十 a 十 二 cx 呈 0， 
其 等 价 系统 为 


EZ zc Xi, 
吕 = —02x;- xs. 


和 CX — bx, xi * x, 


(4.13) 


(4.14) 


(4.115) 


(4.16) 


在 这 种 情形 ,不 难 算出 入 一 <(a2 一 c). 将 找 出 这 样 的 二 次 型 v, 


使 得 它 满足 条 件 o = 29, 
显然 ,由 于 C15), 我 们 得 到 


D zi 2xixz 2xiza ri 2em oxi 
0 0 0 一 C 0 0 0 
0 1 —a —b Q 一 c 0 
”一 |0 0 1 0 o 0 -—E d 
1 0 1 0 一 4 —è 0 
0 0 0 1 1 ~ae —é 
0 0 Ü 0 0 1 0 
由 此 得 到 
y sa —c(acxl t 2exyx; t b t x1), ~ 
在 这 种 情形 ,更 方便 地 研究 二 次 型 


2 
VT Atenti 
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(4.17) 


Poe(c- ab)xl 


后 ,我 们 研究 一 般 情 形 ， 微分 方程 组 为 
57 $ anse i=], e,n, (4.18) 
当 再 次 元 虑 了 满足 方程 


b = w 


的 二 次 型 
w= pa witixzg M 了 一 2 E IA 
时 ， 并 先行 类 似 的 讨论 ， ,不 难得 出 公式 


0 xi t 2xjx. ws xl 
Un an 
1 FP 
v= 一 一 . (4.19) 
^ 2o, a(t, it) aS D) em iD S 
wa, adl, nn) coo alik, na) c Gmn | 


X HO «GR, iH) 完全 被 关系 式 《4.11) 及 (4.12) 所 确定 ， ELE 
AREH E. A. 巴尔 巴 欣 给 出 的 . 


$5. 二 次 型 李 雅 普 诺 夫 函 数 存在 性 的 进一步 探讨 多 


讨论 
ž = dx, (5.1) 

这 里 4 是 mn x # 阶 的 常量 矩阵 ， 李 雅 普 诺 夫 曾 证 明了 下 面 队 个 定 
RR. 

定理 5.1. 如 果 对 一 个 任意 给 定 的 实 对 称 正定 # x a p EE 
C, TFE A'B + BA = —C 8G — T EER B, RR G.D 的 平 
f Rr BEER. 

定理 5.2. 如 果 (5.1) 的 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 , HIS ERE 
给 定 的 实 对 称 正定 4 X 2 阶 和 矩阵 C. FE AB 十 34 一 一 C 的 一 
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个 正定 解 矩阵 B, 

定理 5.1 及 定理 52 可 以 组 合成 : 

定理 5.3: 系统 (5.1) 的 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 , 当 且 仅 当 对 
任意 给 定 的 实 对 称 正定 # x z 阶 矩阵 如 ,存在 4 了 十 B4 一 一 C 
的 一 个 正定 解 矩 阵 B, 

定理 5.4. . 如 果 对 任意 给 定 的 实 对 称 严 格 半 正定 zx X 8 DB 
BE C, 它 有 这 样 的 性 质 ,对 《5.1) 的 每 个 非 平 凡 解 ,使 x(:, Xos t) 
Cx(f, Xo, £o) € 0, 存 在 48 + BA = —C 的 一 个 正定 解 和 矩阵 B, 
那 末 (5.1) 的 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 . 

证 : 如 果 召 是 正定 的 ,函数 Vix) = x BA 

P [Go x (A'B + BA)x = —x'Cx. 

TI FISE— ARREA 3.3, 得 出 系统 (5.1) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 
性 的 结论 (这 个 定理 是 由 E. A. BREKK H H. 克拉 索 夫 斯 基 
给 出 》. 

我 们 再 将 本 篇 第 一 章 定理 2.2 写成 : 

定理 5.5. fur (5.1) 的 平衡 位 置 是 浙 近 稳定 的 , 则 对 于 任何 
预先 给 定 的 实 对 称 严格 半 正 定 和 矩阵 C (C 有 这 洋 的 性 质 , 使 xr. 
Xo, CXC, Xo, 19) = 0, 对 (5.1) 的 每 个 非 平凡 解 成 立 ) , 存在 满 
Æ A'B + BA = —C 的 一 个 正定 矩阵 B. 

我 们 上 面 用 到 严 稿 半 正 定 的 概念 。 所 谓 VQ) 是 严格 半 正 定 
的 , 它 在 点 0 的 邻 域内 不 取 负 值 , 并 且 在 0 的 任何 邻 域内 ,有 异 于 
零 的 变 元 ,使 了 了 到 零 值 (原点 除外 ). 

举例 : Jk 4 — —U (U 7p n x n PSIRROBEE) ,方程 AB 
BA 一 —C, 在 这 种 情况 下 为 一 28 一 —C, 故 有 唯一 解 B 一 Pa 
这 对 严格 半 正 定 的 C, 矩阵 吾 不 能 是 正定 的 ,虽然 过 一 一 Ux 的 平 
衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 . 为 什 委 会 出 现 这 样 的 情形 , 这 是 因为 在 这 
种 情况 下 ， 对 每 一 个 严 褚 半 正 定 的 CC 以 及 对 二 一 Ux 的 非 平凡 
解 xC, ros t) C] xol DER), E x" (rs Xo, t8) Cx C, Xos t) = 0, 

证 : x= 一 Ux 的 通 解 为 
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x(f, Xo, 4) — xoc 710, 
由 下 C 是 严格 半 正 定 的 , 故 在 0 的 任何 分 城内 , Tg x 0x 0. 使 得 
&CE--0, HFEA x(G. Rn) rm xe 079, RATA 
x (2, &, to)Cx(t, X, 19) 一 X CXe 109710 e 0, 

这 就 提出 了 这 样 的 问题 ,在 定理 5.5 中 , 如 果 对 和 矩阵 4 不 加 任 
何 限 便 的 话 , 那 末 ,对 任意 严格 半 正 定 的 C, 条 件 x Cs Xos t) Cx: 
Ct, Xo, 15) 2 0 GX EB. xr, Xo, 10) 是 (5.1) 的 解 ) 不 是 总 能 实现 的 ， 
上 面 所 举 的 例子 已 经 说 明了 这 个 间 题 。 所 以 我 们 要 在 矩阵 4 上 加 
上 一些 限 制 , 使 得 一 定 存在 满足 x (0.20.5) Cx G, xo. t) 2 0 CRT 
(5.1) 的 任何 解 x(z, xo, 6) 而 言 ) 的 严格 半 正 定 的 知 阵 C. 由 定理 
5.5 知 ， 如 果 G.D 的 零 解 是 浙 近 稳定 的 , 划一 定 可 以 找到 一 个 正 
定 的 B, 使 满足 

A'B+BA=—C. 
即 证 明了 真正 存在 一 个 李 雅 普 诺 夫 函 数 了 一 x Bx, 它 对 :的 由 


TX: (5.1) 所 取 的 导数 为 2 二 一 x'Cx = w, Ew = 0 的 集合 


M 中 不 包含 系统 (5.1) 的 整 条 轨 线 . 
故 问题 归结 为 是 否 有 一 类 ”= X = 和 矩阵 4。 对 于 它 存在 实 对 
称 严格 半 正 定 # X = 阶 矩 阵 C, 使 得 ,对 系统 (5.1) 的 每 个 非 平凡 
解 ,都 有 
Xt, Xo, to) Cx(1, Xas 19) 2 0, 
定理 5.6， 对 每 一 个 实 对 称 严格 半 正 定 和 矩阵 C 及 对 系统 《5.1) 
的 至 少 一 个 非 平凡 解 x (1, Xos to), X (t. Xo, 10) Cx Ct, Xo. to) = 0 
成 立 的 充分 必要 条 件 是 4 一 aU QGX HU RE n X 4 单位 矩阵 ;4 是 
£8 X). 
证 : x — Ax 的 一 般 解 可 以 写成 
x(r. Xo, W) = e I7 fte. (5.2) 
不 撩 一 般 性 , 可 以 假设 一 0. 更 进一步 : 每 一 个 实 对 称 严 格 半 正 
Enx 2= 阶 矩阵 C, ARR 
C-—R'R, (5.3) 
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这 甲 尺 是 实 的 ※”X” 阶 的 奇异 矩阵 (参看 附注 1), 利 用 6. 2) 
(4 = 0) 及 (5.35, 我 们 可 将 x Cx 写成 
xe R Rett, (5.4) 
如 果 设 w (9 = Rexo, V] (5.4) = w G) w C) ,因此 
Xf, Xo, t9) Cx(t, xo, 19) = 0, 
M BO? vw) =O, 

先 证 充分 性 . 即 如 果 4 一 aU, 那 末 对 每 个 奇异 矩阵 哺 及 对 
圣 少 一 个 种 和 关 0, 有 人 三 0, 为 此 ,如 果 aU, V RA—AR, 
因此 ,对 每 个 奇异 和 窟 阵 R, 有 初始 点 x A 0, 使 得 

w Ct) = Re^'xy = eAtRXo = D, 

WERA, BDInfXpeRT AEE R RHED AN 
A xn A0, A wA = 0, IR 4 — aU, 

a 我 们 将 w (z) 表 成 更 方便 的 形式 , 即 令 4 = 
MJM^ (这 里 了 是 约 当 形式 )， 则 (6) = RM e^"M75e, 再 假设 
RM =S, rbi 则 

wke) sy (5.5) 
那 未 ， 上 面 的 问题 成 为 ， 如 果 对 每 个 奇异 给 芽 5S 及 对 至 少 一 个 向 
量 y 关 0, Sety = 0, IRR J5 4 — aU, 这 可 以 从 下 面 事实 
得 出 , 旭 果 了 和 aU , PRIR AA aU, 至 少 存在 一 个 奇异 矩阵 S, 
对 每 个 y A 9， [818 Se7ty 5e 0 (这 个 征明 在 下 面 附注 2 中 给 出 )， 
换 名 话说， 如 果 - aU, 至 少 存在 一 个 实 对 称 严 格 半 正定 矩阵 
Cm RR' e (MSSM, EBREA xo 55 0 有 加 (no 人 (一 
xet Ce4'x x 0. 这样 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

注 1: 二 次 型 F(x) 一 x'Cx 是 严格 半 正 定 的 , 一定 存在 一 个 
A RERE R, {EC = R'R, 

因为 F(x) = x'Cx ERF EER, -ERTES WEEP, 
使 得 

PCP 一 6 一 diag(0，-…，0,， dis ^: d). 
由 F(x)》 的 严格 半 正 定性 , 故 da> el, r) 定义 
D* = diag (0, 0, Ya， Vdr) SE AR D* 是 奇异 矩阵 , 并 


且 是 对 称 的 (DY 一 D*), D — C*， 因 此 

C = PIC*P-! 一 PO*P’ = PD*D*P' = R'R(P =P), 
这 里 只 一 Dr*P、 显 然 愉 是 奇异 矩阵 

iE2: 如 果 4 一 a 局, 则 至 少 有 一 个 奇异 矩阵 5, 使 得 对 每 个 
y AAF wle) = Sey E O, 

如 果 A aU, Y 7 79 aD, 即 或 者 4 至 少 有 二 个 不 同 的 特征 
全 ,或 者 ,如 果 4 的 特征 值 是 但 同 的 , 7 不 是 对 角 短 阵 , 

我 们 首先 考虑 博 具 1, RU 

J = diag($, ::-, 5, $5 t$ tty Sra ttt. Sh) 
Ti JT Th 

Sis Szy 7. 5, EA RITRARRE, k I 2, Sa 有 重 数 mln, 令 
S = Guns BE o G) 的 分 量 o, C 28 | 

Wp OR eS Sy Tan Sua Ya) T eS (S, tY HI 

E iie E Bue as eia) 
Hore HES pavat Yan E ee 十 Sunys)》， 
(e= 1,2, ++, n). 
TL Def FER BEEPEZI S, 它 的 元 素 由 下 而 确定 : 
(5,22, = Un (Sa) mU, 
(S, EY uma -U E 

(U, dé a X a EREE) HERMES 的 所 有 其 它 元 素 为 S, 

即 在 矩阵 


b.. i -" 
[ ER "i fla, Hl ttt 8e, $in—x4t : 51s 


U,, eoo gero = ...- >». 
2s ] ; jx 
d Saxi Sehl 77 Syn Sa n7 xk net en 
IPIE U,, 也 
EE San, Saet 7 100 uum eo Sanog 75 Sagn 
se ee ‘soo| sott 
Saal Sarl Sanh 571 [egznyex UT Mun spi» 7 xn 
413, 5/8 m Nuoya A RUE RUE ER RC q 89/9 RÍO, WORSE E LR 
Sai Saz, nx, Snr tng Sm 一 tl San 
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PRET Uno 5。 ，……， 了 中 的 对 角 元 素 为 1 以 外 ,其 它 所 有 元 素 
MES., WR, ADU m. < n, S 至 少 有 一 个 堆 元 素 的 行 . ROS 是 奇 
异 的 . 用 这 样 选择 的 5, e (9 的 分 量 w, 不 同时 为 零 ,除非 y 一 0. 
即 除非 x» 一 0。 由 5 一 RM ; RIAR R 一 SM7, C= 
R'R, 因此 ， 对 系统 《5.1) 的 每 个 非 平 凡 解 xC, xo; 1), 有 x Gt. 
Xo» fo) Cx(t, xo, ta) ?x 0, 

其 次 ,我 们 考虑 7 RER BERERE, nx ^ HEREA T 
ER n m n REE 51, HAS o I ede d e4Zl, eal 


是 5 的 非 退 化 的 初等 因 于 数 ，》) ej x n. J3£R 4 n. W 
J=1 
R, w 的 分 量 wa 为 


ei—1 
te {CF = esu 十 。: + -一 
nO y Ia perum Hn 


gaml 


Tot yas + (y. 十 … + Yata 一 一 一 一 
SPURS MG CET? 


Jom 


Horre yrs Sun T tt 
fai 
(e, — D! 
(s 1, ---, 9), 

我 们 没 Su 一 Saa S Sra = e e Sanae = 1, JER S RIR 
有 其 它 元 素 为 4, 因为 4 一 mn，3S 至 少 有 一 个 行 是 零 元 素 . Ws 是 
奇异 的 算 阵 ， 就 用 这 样 选取 的 矩阵 S. 向 最 w ( 不 同时 为 零 , 除 
dE y = 0, HUBER x, = 0. 

4 的 任何 一 种 其 它 可 能 的 情形 ,都 可 以 涯 虑 作为 以 上 所 处 理 
过 的 特殊 情形 的 组 合 。 因 此 , 在 任何 情形 , 如 果 4 A aU, 存在 一 
个 奇异 矩阵 S, 使 得 wr) 5e 0, 234 y me 0 时. 注意 到 以 上 证 明 的 
过 程 也 同时 给 出 了 奇异 和 矩阵 S 的 具 休 作法 . 

很 明显 ,对 给 定 4 om^ aU, 不 是 每 一 个 奇异 和 矩阵 都 具有 以 下 
PE: w) = Re4)zxo 关 0 对 每 个 xo 闫 人 


1 1 A : 
9l 令 4 一 ( i ，)， 其 特征 要 为 2 一 0, 4 一 2， 故 其 约 当 


十 (n Toce JT Toto ys | 
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“0 2 
Aat 
"ES -) M- 一 2 2 
1/7 1 1 
2o. "13 


1 0 
-(. s 
saesm( 1 1) 3G) 
Boe. LAC 
Wn d RO 
一 1 e* yi —y, 十 yy) 
(i 1d 
用 一 Ri 一 人 1 )， 它 是 再 异 矩 隆 
1 1 十 2t. 2 e?t 
wC) = RMery =È y » d LR ): 


1 1 EM c e?ty; 2y;e? 
Mp yi X0, y = OGAR y 26 00, Gwa — 0, QURE 


1 0 
Rex 路 


1 0 yi ey yi ye? 
«n ep des in ei 0 ) 
向 最 w (#) IRI OS OE yq m y m 0 CHD y — 0), 
我 们 现在 可 及 证 明 下 而 的 定理 5.2 的 推广 ， 
定理 5.7. WR i= Ax(A 关 aU) 的 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 ， 
并 且 如 果 R 是 一 个 青 异 * x # 阶 府 阵 ， 使 得 对 每 个 x55 0, A 


alie 


w(t) = Rer 2x 0。 则 存在 4'B + B4 = —R'R 的 一 个 正定 解 
矩阵 B. 

iE: 我 们 必须 证 明 ,如 果 关 一 dx 的 平衡 位 置 是 渐 近 稳定 的 ， 
那 末 A'B + BA = 一 R'R 的 唯一 解 B 是 正定 的 。 用 肥 证 法 ,如 果 
如 不 是 正定 的 之 矛盾 . 

设 xBx 在 0O 点 的 任何 邻 域内 取 负 值 ， 因 为 x Bx 一 0, 仪 当 
x 一 0 时 ，v(?) 对 于 :的 由 于 系统 (5.1) 所 到 的 导数 为 

olx) == x (A'B + BA)x = —x R'Rx, 

由 于 第 一 篇 第 一 章 定 理 5.1 得 出 系统 (5.1) 的 平凡 解 是 不 稳定 的 ， 
这 与 假设 矛盾 . 

现 假 设 刀 是 严格 半 正 定 的 ， 则 在 0 点 任何 邻 域内 存在 初始 点 
x; 0, [E v(x(19, x1, 5)) = v(5) 0, 相应 于 解 x(z, xis 1); 
我 们 有 关于 w GO 的 假设 , 且 因 为 RR 是 严格 半 正 定 的 , 政 有 

5fxfi Xas 42) 88 0 Bt o(x(£, xs, 10) s 0. 

因此 ,对 足够 大 的 值 上 > 19, 不 等 式 


$ 
vx Gs x 9) = V aa Gs s e < 0, 
0 


这 与 假设 v(x) 之 0 FPA. 
因此 ,B 必定 是 正常 的 . 
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第 五 章 大 系统 与 子 系统 
$1. fa] g By dE 1H 


近 十 多 年 来 , 特别 是 七 十 年 代 以 来 , 由 子 系统 本 身 的 稳定 性 ， 
并 对 关联 项 作 某 些 限制 以 得 出 整个 系统 的 稳定 性 ， 已 经 作 了 很 多 
研究 "9?2， 在 工程 深 制 论 中 ,也 提出 了 大 系统 理论 。 即 有 些 动态 
系统 (包括 工程 的 和 非 工程 的 ) 规 模 相当 席 大 ,构造 相当 复杂 (例如 
很 大 的 通讯 系统 、 交通 系统 、 计算机 系统 等 等 )， 这 类 系统 由 于 其 
环节 数量 极 大 ;其间 关 系 错综复杂 , 影响 因素 众多 , 而 且 常 常 带 有 
随机 性 质 , 不 可 能 完全 确定 每 一 细节 的 运动 规律 ,更 不 可 能 根据 所 
有 细节 的 运动 规律 推导 出 整个 系统 的 茶 些 整体 性 的 运动 规律 。 但 
是 这 种 大 系统 也 有 其 本 身 的 输入 ,输出 ,反馈 ,信息 转换 和 信息 传 
递 之 类 的 问题 ,与 一 般 的 工程 控制 系统 有 类 似 之 处 .因此 ,对 大 系 
统 的 分 析 、 综 合 、 控 制 过 程 和 动态 特性 的 研究 现在 也 被 看 作 是 控制 
理论 的 一 个 分 支 , 称 之 为 “大 系统 理论 ”. 

大 系统 理论 里 前 还 处 于 初创 阶段 , 成 果 还 不 多 。 但 由 于 实际 
问题 的 需要 ， 近 年 来 这 门 理论 已 受到 相当 大 的 重视 ,正在 迅速 发 
HE. 

大 系统 理 沦 现 有 的 主要 方法 是 ， 把 整个 系统 首先 分 解 成 层次 
型 式 的 子 系统 ， 建 立 子 系统 与 整个 系统 以 及 各 个 子 系统 之 间 的 关 
系 , 根据 这 些 关系 来 进行 整个 系统 的 分 析 和 综合 。 这 样 就 可 以 大 
大 减少 需要 考虑 的 因素 的 数量 ,使 系统 的 研究 切实 可 行 ， 

时 在 1960 年 ， 秦 元 矶 所 提出 的 关于 稳定 性 理论 中 的 分 解 问 
Be, 实际 上 已 经 有 了 上 述 想 法 。 因为 工程 设计 中 的 运动 系统 常 
常 是 多 维 自 由 度 的 ,例如 飞机 是 六 维 的 运动 ,实际 工作 者 常 把 高 维 
运动 分 解 为 低 维 运动 ， 例 如 将 飞机 的 运动 分 解 为 纵向 运动 和 横向 
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运动 ,研究 分 解 后 的 低 维 问 题 的 稳定 性 与 原来 高 维 问题 的 稳定 性 
之 间 的 关系 ， 并 得 出 由 分 解 系统 的 稳定 性 保证 原来 系 绕 的 稳定 些 
的 若 于 充分 条 件 。 下 面 我 们 介绍 这 方志 的 工作 。 
讨论 方程 
dx 


f* oL AX, 1.1 
dt a SEP 


其 中 4 是 ”xz 阶 的 实 常量 答 阵 ,xz 一 col(n, i, m). 
方程 (1.1) 的 未 被 扰动 运动 的 稳定 性 问题 ， 在 理论 上 已 全 部 
解决 ,由 如 果 特 征 方程 : 
lai; — 844] 一 0， e neben Em 
"O^ do, M iv s 
P3 BIB EU PASCI, RU] C11) 的 未 被 扰动 运动 为 渐 近 稳定 ,如 
采 特 征 方程 根 中 有 其 有 正 实 部 者 , 则 (1.1) 的 未 被 扰动 运动 为 不 稳 
定 。 
但 当 w 租 当 大 时 ， 判 别 特征 方程 的 根 是 否 骨 具有 人 负 实 部 或 具 
有 正 实 部 ,计算 相当 麻烦 ， 所 以 提出 以 下 的 问题 ， 即 是 否 将 方程 
(1.1) 分 解 成 互相 独立 的 > 组 方程 ,用 讨论 下 列 方程 


X; A, 0 X, 

d t: A r2 
EET um no , (1.2) 

X, 0 A, m, 


的 稳定 性 问题 来 代替 方程 组 《1.1) 的 稳定 性 的 判定 问题 . 在 (12) 
tH, x, 一 col( 29, 153), x2 m col(a D, re, xe, rn ox 
col(xí?, «-*, x2, n, H nào ob num n, A, Ha, t AATA 
为 mm X m n X na teta n, X n, elg n op. 2EH 5S3 CL) 
PIRRE A 的 对 应 的 元 素 相同 。 用 (1.2) 的 稳定 性 癌 题 来 代替 方程 
组 (1.1) 的 稳定 性 的 判定 问题 , 这 在 物理 及 工程 实践 中 已 经 用 到 ， 
但 系统 地 研究 这 问题 , 则 发 现 所 有 的 可 能 性 都 有 出 现 的 例子 , BU: 
(1.2) 的 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳定 的 , 而 《1.1) 的 未 被 扰动 运动 是 
新 近 稳 定 的 ; 
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(12) 的 未 被 扰动 运动 是 浙 近 稳定 的 ,而 (1.1) 的 未 被 扰动 运 
动 是 不 稳定 的 3 

(1.2) 的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 ,而 (1.1) 的 未 被 扰动 运动 
是 渐 近 稳定 的 ; 

(1.2) 的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 ,而 《1.1) 的 未 被 扰动 运动 
是 不 稳定 的 . 

例 1: 


Legt 
u*is 
d 


(I) 


dx; 
dt m 3X1, 

Zia 0.250, 则 方程 O) 的 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳定 的. 
dx, 
di 


dx; 
—, "2 du, F ntf 
dt 2151 2242. 


= aut, E du, 


(1) 


i& A* = max la lan], SR 4* < vV auan, HE CL) 的 未 被 扰 
动 运动 是 渐 近 稳定 的 . 
例 2: 
(I1) 


= —x 
dt 25 


(I) 

di 

的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 , 因 其 特征 方程 之 一 根 为 1. 
例 3: 
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Qt 


Ez mie 


(TIL) 的 未 被 扰动 运动 是 不 稳定 的 . 
而 

dz = x, — 27, 

dt 

dx 

uc 2x, — 2x3 
的 未 被 扰动 运动 为 渐 近 稳定 。 因 其 特征 方程 之 祖 岂 具有 负 实 部 . 

fi 4: 


e 


v) 
E es os 2X1, 
其 中 en > 0, an < 0, W CIV) 的 未 被 扰动 运动 为 不 稳定 的 . 
dxi 
Pu = auty ose 
dz, (vi) 
dt = anty dixi 
Zi an + oa > 0, MEWA an. ans OVD 的 未 被 扰动 运动 
总 是 不 稳定 的 . 


$2. 保证 性 条 件 


由 上 节 可 见 ， 企 蜀 田 解决 《42) 的 稳定 性 问题 来 得 出 方程 
(1.1) 的 稳定 性 的 结论 时 , 情形 比较 复杂 , 但 工程 师 们 习惯 于 这 一 
类 的 作法 ,为 了 保证 这 类 作法 的 有 效 范围 我们 来 证 明 以 下 定理 9. 

定理 1.1， 如果 (12) 的 未 被 扰动 运动 是 浙 近 稳定 的 , 则 一 定 
存在 7-0, 
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令 


An lal ttt’ lans, E | es nul atteg] n tni] H 
Gantai »* 


sieut aa * 
Ee poa ** s Jensls [455,21] 3*5 es PPRPRE ce 
sis aac ils Sas 

FUE 4* — q, 则 (1.1) 的 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳定 的 。 

此 定理 的 证 明 过 程 给 出 了 计算 n 的 方法 。 

X33 12: 如 果 (12) 的 未 被 扰动 运动 是 渐 近 稳定 的 , 一 定 可 
以 选取 CL.) 中 的 系数 (在 (1.2) 中 不 出 现 的 ), 使 得 (1.1) 的 未 被 
扰动 运动 为 不 稳定 的 . 

定义 : 如 果 (1.2) 的 未 被 扰动 运动 为 不 稳定 ， 不 论 怎样 选取 
(1.1) 中 的 系数 (在 《1.2) 中 不 出 现 的 ), (1.1) 的 未 被 扰动 运动 仍 
为 不 稳定 , 则 (1.1) 的 未 被 扰动 运动 为 绝对 不 稳定 . 

定理 1.3: 如 果 XEa;—0,] (Li) 的 未 被 扰动 运动 为 绝对 不 
稳定 的 ， 

定理 1.1 表明 了 , 当 交 叉 项 的 系数 足够 小 时 , 亦 即 某 些 因素 之 
间 的 关联 不 多 时 , 则 工程 上 可 视 为 互 不 相关 的 ,而 数学 上 现在 也 证 
实 其 可 行 . Nt 

以 上 定理 1.1 及 定理 12 表明 了 由 系统 《1.2) 的 平凡 解 的 渐 
近 稳定 性 之 系统 (1L1) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 是 有 条 件 的 。 这 给 
实际 工作 者 在 处 理 问题 时 提供 了 数学 于 的 论证 ,说 明了 一 般 说 来 ， 

不 能 随意 将 系统 分 割 而 不 影响 其 稳定 性 。 只 有 当 《1.1) 中 的 系数 

《在 (12) 中 不 出 现 的 ) 满 足 一 定 的 条 件 时 ,才能 由 (1.2) 的 平凡 解 
的 渐 近 稳定 性 得 出 系统 (1.1) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 。 例如 当 
»—2W, l 
du 
dt 
dx 
de 727 AnX2, 


这 里 an >O, an> 0， 先 考虑 


一 2X1 + 8t 


ay 


9.177.» 


dx 
—— —6u11, 


dt 


PH (1.2)! 

d: — Gat, 
系统 (1.2) 的 平凡 解 显然 是 渐 近 稳定 的 , 令 4* m max{ |aul， 
n janl} 如果 4* m | anan 那 末 系 


统 (1.1)' 的 平凡 解 也 是 浙 近 稳定 的 . 
上 面 的 条 件 指出 了 在 参数 in, an 
的 平面 上 ， 作 出 以 原点 为 中 心 边 长 
XH = V enaaz 的 正方 形 (图 1) ,只 
要 《人 《1.1) 中 的 参数 8115 fz 取 在 此 正 
方形 (TD 内 , 则 由 (1.2)' 的 平凡 解 的 

E 渐 近 稳定 性 可 以 得 出 〈1.1) 的 平凡 
解 的 浙 近 稳定 性 。 我 们 称 这 桩 的 区 域 (D 为 参数 in, in 的 稳定 性 
区 域 . 


D 


BAA 
SH A 


$3. 参数 的 稳定 性 区 域 之 扩大 


下 面 利 用 向 量 李 雅 普 诺 夫 函数 的 概念 nz， 进一步 扩大 了 系统 
(L1) 中 参数 的 稳定 性 区 域 p。 过 程 是 这 样 的 ， 先 将 原 系 统 (1.1) 
分 成 含有 n 个 子 系统 的 系统 (1.2), 并 假定 每 个 子 系统 的 平凡 解 
是 浙 近 稳定 的 ， 首 先 对 (1.2) 中 的 每 个 子 系统 作出 李 雅 普 诺 夫 函 
数 , 然后 通过 原来 出 发 系统 的 关联 性 , 得 出 +r 2) 阶 的 常 系数 
线性 微分 方程 组 ( 称 为 辅助 方程 组 ), 最 后 由 辅助 方程 组 平凡 解 的 
渐 近 稳定 几 ， 可 以 推出 原 系统 (1.1) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 福 。 H 
确定 辅助 方程 组 平凡 解 渐 近 稳定 性 的 条 件 ， 也 就 给 出 了 为 保证 原 
系统 (1.1) 的 平凡 解 为 渐 近 稳定 时 ,系统 (1.1) 的 系数 所 应 满足 的 
条 忻 ( 即 给 出 了 参数 的 稳定 性 区 域 }， 例 如 ,对 于 *# 一 2 而 言 ,利用 
这 个 方法 得 到 ,只 要 满足 条 件 aal < hah. 那 末 出 (1.2》 的 渐 近 
稳定 性 > (1.1)’ 的 渐 近 稳 定性 。 在 参数 an. ex 的 平面 上 , 不 等 式 
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ahah « alat RREI anan =H CH / anan) (H an * aa 
0DE aran = —H' (4 anaa < 0 时) WARRE (QU) CHI 2) 
为 参数 的 稳定 性 区 域 ， 即 如 果 
参数 an, an RUE C E K R 
QD 中 ， 则 由 系统 (1.2)' 的 平 
凡 解 的 浙 近 稳定 性 9 系统 
(1.1 的 平凡 解 的 浙 近 稳定 性 . 
TA, 区 域 (H & & 6 D R 
(D, 说 明了 现在 所 用 的 方法 刻 
划 了 问题 的 本 质 ， 因 此 有 较 大 
的 优越 性 ， 

F. N. 由 时 尔 中 用 向 量 李 
雅 普 诺 夫 函 数 的 方法 来 处 理 复 
合 系统 的 稳定 性 问题 ， 我 们 现在 将 他 的 方法 用 到 在 稳定 性 理论 中 
关于 系统 的 分 解 问题 中 来 , 给 出 了 由 系统 (1.2) 的 平凡 解 的 渐 近 . 
稳定 性 得 出 系统 (1.1) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 时 ,系统 (1.1) 中 的 
参数 应 满足 的 条 件 ( 即 在 参数 空间 中 给 出 了 稳定 性 区 域 )。 这 里 要 
指出 的 是 : RIKET FN. 由 时 尔 方法 的 思想 ,并 没有 用 他 的 公 
式 , 以 飞机 纵向 运动 方程 作为 例子 可 以 看 出 , 用 我 们 的 计算 方法 ， 
HEA F.N. 贝 叶 尔 公式 所 得 结果 更 好 〔 即 参数 的 稳定 性 区 域 可 以 
pA. : 
《一 ) 预备 知识 考虑 系统 (1.1), 这 里 


引 理 3.1: 如 有 果 特 征 方程 j4 一 4E| — 0 的 所 有 根 都 具有 信 
实 部 , 那 末 对 无 论 怎样 预先 给 定 的 常 负 二 次 型 ”( 它 在 除 原点 以 外 
不 包含 整 条 轨道 的 集合 MM 上 取 零 值 ) 存 在 一 个 且 只 有 一 个 二 次 型 


V, 满足 Z) 一 ,并且 这 二 次 型 7 必定 是 正定 的 (此 即 第 二 


de lan 


= i79» 


篇 第 四 章 定 理 2.2). 
E. A. BERERE IIT RES w 一 2 to ix ix, 米 确 定 
v= x sb 
公式 (第 二 篇 第 四 章 $ 4), 使 其 满足 一 Zu. 


1 xi, ttt, XX ee x 


pm 一 二 | ， . 3.1 
A 2wj a(10, ji) *** alik, Fl) +-+ am, i) E 


Wan Gi nn), +e a(iR. nn} *-- ann 
这 里 ak, jD 完全 由 下 面 公式 确定 : 
aÇik, iD) = alRi, ji) = a. lj), 
0 Mijksiksjic-l. 
d “imj kl, 
Cem jatan Xim j k=l, i Ék, 
! au X4 i = j [l k [l], 
A 是 在 公式 G3) 的 行列 式 中 去 掉 第 一 行 及 第 一 列 的 子 行列 式 ， 
为 简单 起 见 , 以 下 我 们 取 o m — GbR bx). B.H. 克拉 索 夫 
HEHEH, FE 64 270. 02 > 0. 4] en Ron x) x n, 
tee, En) S lit e i 
513.2: B 是 一 个 有 负 的 对 角 元 素 , 而 所 有 其 它 元 素 为 非 负 
的 矩阵 , 若 xt Xos £o) A ys Yo, to) 是 
xu Bx, l 
E y = By 
的 解 ,并 且 Xo = Yo, W Cis xo. 6) S yrs Yos 0 对 所 有 nS 
co 成 立 。 
引 型 3.2 F9UE3H 8] 22 $116], 
3038 3.3; 127 0 5 26 0, WARNA Oca < 00, 有 
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=a tbs <- at, 


2a 
证 : 
cac Meme. 
2 2a 
M B BO 
2 
—- deg El acest ee i FRA 
2 2a 2 2a 2 2a 


(-2 rnt) ilmeet | 
2a 2 | 


(二 ) 举例 : 以 最 简单 的 二 阶 方程 组 (1.1 为 例 ,假设 2077 0, 
4n > 0， 先 芳 虑 有 二 个 子 系 统 的 系统 《1.2) 对 CUZ) bd 
RENEE TE TAE UR 


v L— Uis v; Xi. 
244 Žan 
dv a 
—- 一 —z uns —iu|-4 Jarl alel za| 
dt (0 au än 
1 r? ELIT 
*- 7 4 uU 4- £25 
2 ^ duc 
de a a ] d 
ZE 2 M acne xli xu —1zn-c lan! ENNEA 
(.0D f 831 
1 P aha 
*— arh D oxi e apo H A y 
x} 2v1 i 5 
2 2a" ana 
RA 3 
v, 21812 
D : S ay d ~ s E 
dz ID a 
dv aha G2) 
2 eA y, 0 av 
— A T 2 1 22V2. 
dz Ga ah 
T 
考虑 辅助 方程 组 , 
g aa- 
L = —auel-F “2 vl. 
dt an (.2y 
duž Gudip ox 4 
"eem 一 dU 
dz an 
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其 特征 方程 为 


2 2 

nm andu s030902./. 

A + 《en 十 222 十 dud, 3 iis 1 I 0, 
4) 好 11 


而 其 特征 根基 有 负 实 部 的 充 为 必要 条 件 为 


anay 
an F 4n 7 0, autan — ——— > 0, 
2105 


Bp ahah < ahah. (3.3) 
当 满 足以 上 条 件 时 ， 和 辅助 方程 组 (3.2) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 
的 . 
由 引 理 3.2, 得 
v; vi. fo) < vt C, vis to), 
m yat; vi, t) s vf Ct, v$, to), 
lim vis vi, 10) = 0, 
lim vi(15 vi, to) = 0. 


但 是 
故 有 


xi =s 2ayni, xi 2duti, 
lim zn) = lim x) = 0. 
即 当 满足 使 辅助 方程 组 《3.2) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 条 件 时 , 可 
以 推出 系统 (1.1) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 。 世 就 是 说 ， 当 än, ån 
满足 以 上 条 件 (3.3) 时 , 由 系统 (1.27 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 ,可 
以 推出 系统 (1.1》 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 。 上 面 已 指出 , 例 中 所 
要 求 潢 足 的 条 件 比 E15] nga PEE. 
TRAE — 91,7508 — Br 7; EB: 


dx, 

—— — —ayuxpcb aut: gifs, 

dt 

dx; 

we o :9n 一 aa + atas (3.4) 
ds, 


uA = aX, 十 aat — diga, 
1 


dE an 十 2277 0, 2242 一 4122 > 0, ay >D, 
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首先 对 有 二 个 子 系统 的 系统 

dz, 

一 一 一 bx 十 4 

ur 12*25 

dx; ) 
de = ayti 一 uii (3.4) 
dr a 


dt 
fedi a E PEG en, 2;). vix), 使 得 


— ânt; 


dv 

He ev md 一 (2 d xi. 
dv; EE 

di dk z 


由 前 自得 到 


n cat t fepri E ear, 


1 
ETTA [Canan 一 anan) + ah + ahl > 0, 


1 
ca = — —— (ayag + aga 
1 za nam 162) 。 


62 mmm =- [Canan m anan) + ah + ahl > 0, 


其 中 A = (ay 十 43) (ij anan)» 
HEE 07058 a>, {E 
alri t D S nle a) S cx? + i), 


ex 1 2 
Ui PEEL 


245 
dri ðv Oe 
qr 1 
EHE T LOT 《一 en ajax2) 十 二 一 Canz, dct anr) 
dt (6.4 GEN X; 
Ov Ov 
十 anr, 十 agxc -hah t axi) 
Xi Ox; 


EN 2C(enni T £32) 41:3 + 2Ceam 十 C22X2 ) 82:3 
= — (xi + x2) 十 2(cnar 十 cuan)rrs 
十 2{(claan SE €205)xit; < — |z]? F 2 | cenas 
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十 claga|jxi| læa! — l:l? + 2]6e2215 
+ crazs| ER Ix] CC 一 i5 T 2(en21) ct €n42)!41 


c Y xi t 2(en6n 十 0223) xi 


T Gi 十 x3) 十 2[Ccnes + cuan)’ 


+ (cpas 二 cpan) li Ss — I + danbwa 


€1 
这 里 
b, = (ens + £105)! 二 《clan F cyan)’ 之 0， 


di —-—xidc EX AEREN + d33x1) 
dg 00.0 233 
« — 1l pap ae llis ppp — pago a Il appa 
2 dia 2 dg 
i 2 
< 一 gta ape 
4 aj, 4 833 
sue 


x t blr a ax 
2 


5 
< 433U; 十 — ti, 
€1 


这 里 
2 2 
LE a 
bi = max f, e > 0， 
2 2 
ai 03 


d ge lh. anu, 
dt . 2 €2 
— 魏 — aat 十 -— y. 
£ £ 
考虑 辅助 方程 组 
* * 
EE uoc TRE 十 4agbuvl, 
di 2 € : 
(3.5) 
dvi b, 


—— s * 
aa U DEA 
En a 1 373 5» 
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|) X 


其 特征 方程 为 
an c 十 zL) 14 ap l tabib 0, 
2c 2cz 


€1 
其 特征 根 具 有 人 负 实 部 的 充分 必要 条 件 为 
fa _ 14d1bz = 0 
2c2 € i 
B k 
hb. (3.6) 
8c; 


所 以 如 果 满 足 条 件 (3.60. 则 (3.5》 的 平凡 解 是 汤 近 稳定 的 . 
因为 
vits v3, 6) xx of Cs of, t, 
v13 01, S) s v(t, v3, n), 
BUS 
iP 
由 此 得 到 
lim x 二 lim xxe) =a lim -xa(#) = . 
当 方 程 组 (3.4) 的 系数 满足 条 件 (3.6) 时 , 则 由 系统 (3.4) 的 
平凡 解 的 渐 近 稳定 性 全 系统 (3.4) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 . 
(三 ) 对 nx 阶 方程 稳定 性 的 结论 : > 阶 常 系数 线 隆 方程 组 (1.1) 


这 里 


首先 考虑 有 7 个 子 系统 的 系统 (1.2) 


dir. ép 
X, 0 4, Xy 
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XX n = col(a(?, --., Cd 2*5, x, = col( £2, e, uS 
n, nj deb nen, 

44,7 A RAIA X Du, n X m, un, X n, MEUR EUR 
阵 , 并 且 与 系统 en 1) d AERE A BSXLRZBSOCSR TR IRI, 

现在 假设 ,这 0 个 子 系统 的 平凡 解 都 是 渐 近 稳定 的 , 即 

|41 — 2E] =0, ,14 一 11 王 0 
的 特征 根 都 共有 仙 实 部 。 所 以 ,对 于 每 个 子 系统 而 言 , 对 于 给 定 的 
zt 
2,774, r), 根据 引 理 3.1 中 E.A. 巴 尔 巴 欣 所 作出 的 正定 的 


s 
( i 
vato, e i) m S egpagesio 


ffl 
有 
de, 

| di 6.2) 
这 里 iP, Hx) 中 as? xj? BEBO CT? sex BOR 节 公 

X (3.1) 决定 . 并 且 存 在 AQ? > 0, AV > 0, 使 得 
AQ 十 -十 $ 5x us si, 

=< APGI a cba" 


(kom T, 5,7), 


scii ope ees AT Y, 


" 
iaa gp KI qox [CONUS 
na, g die) = S 2; CP, 
i j=l 


KA 


= Sepse G =l, enk =l, r) 


my 


ea > 8v, dx 
a.D jz ôx dt 


dri 
dz 


Bu (5 w S 2 
=i P (> arr 十 m 21,5, aux 
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ei bu Xf. bit 


E d 


T 


4c > B us de bi n) 


十 zi o azi 十 * "NC 


Ts z=1 
+- + * 2,5, - 9 
i=l 
十 wr" 


Xs "$21 
rt 
-上 -… + 5 A qn pr enu tii 2 
i=1 


t 
一 —(x(P 十 … H m 


-H »3 cia? (3 8, LA 


jei i=l 


Wy 


i-1 


"Y 9; 
u 
+ > np " 43,0 pit 
E 


i-1 


+e 5 dn» eS 


i=] 


十 vv 


(2 
Xa (sso 


了 一 1 


ae 


Er t 
eea 25 —— 


j=1 


dei am 


Qt 
Ss 3E apis 
imi j=l 


Bv ( ES (2) 
B. P» ds jx 十 Y eel 
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m m 


Tt u 1 
十 十 CE jn aa ) rx 


i21 “j=l 


+ > (3; ch Paina) xP 


f=1 ‘j=l 


ny “i 
Heet LL Banoi) t2 
i=1 “j=1 
— (aQ* 十 me 十 xor 
$55 f 
+ > IBRI l®] P] 


i-1 


ES NL DUI 


1-1 


二 


+ Sissi lato 


i-i 


9e PB 1:2 


i=] 
Pr 
(xm BẸ 到 5 cji LIT 7 , BÀ 2 mimi 
j=] jal 
"n » 
i i-i 
< — + SA BP] aP] ePi 
= ^ | 
4 + (SD ZB a e SIBB] a] am 
295 --— i 二 1 
十 "e^ n 
TO Da eR SBY Pla] 
n— 


?-1 
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PAULI 346. NL 


CD LP ae e PURI al ag 


9] — i-1 


«c A ?2 x(D* 十 (n n) 5 Br gr 


2(n—m) i 123 
zs. nien ais 
+ (—1) ies 2? 十 on > Bey 
pecROODE Lege t 2 sid. d 
一 (x teer w 


+ 一 Eu »3 (Bj 十 十 Bye 


j=l 


up D Oe + + BED" 
j71 


一 -iGP Toa 


a dm s 5 Pi Bg") = ur 


jmi ‘k=i 
— 1 Ó gy 
Jesse XE 
j=l 


sipi 十 xD + La ap se aea" 


十 -十 L(x 十 -二 
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E 1 Ly 
249 1 T yr? v2 + 十 AP VU, 
同样 可 以 得 到 
dv; E La 4 Ly. ^ 


1 
de lao Cap 24p^ 3 ARP? 


"^a^" n as] n n. 


dv, Lz Lr, Pe ES 
E < 4i v 十 p v 十 240 Vs 
AH Laste, Ty; 3 Re a 完全 与 Lx,*………， Li, 同 
ER NAEH., KA 
du, SAN 1 Li Li 
dt 240 T qe PT Man 
Lu cus E RU Ed (A) 
dv, Lr, L, ate 一 — 
m au t n Tap” 
MEZEA Te2H 
dvi ani „xq n aL. L. x 
di zap”! tgo% t Ta. 
dw? Lun La 
E AO vt 24 DEZ: 二 十 At? v; E] (B) 


dv? L, L, 1 
BD 
这 是 一 个 > 阶 的 常 系数 线性 微分 方程 组 ， 如 果 方 程 右 端 系数 满足 
劳 思 - 赫 维 次 条 件 (我们 称 条 件 《C)), WR O) 的 平凡 解 是 渐 近 稳 
定 的 ,用 引 理 3.2, 得 出 (A) 的 平凡 解 也 是 渐 近 稳定 的 : 即 
eem imc m met. 
出 此 推出 系统 (1.1) 的 平凡 解 也 是 渐 近 稳定 的 . 所 以 , 如 果 (1.1) 
中 的 参数 满足 条 件 (C), 则 由 系统 (1.2) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 可 
以 得 出 系统 (1.1) 的 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 ， 条 件 〈《C) 给 出 了 参数 
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BRE ”组 变 系数 系统 


随时 间 e 变化 的 变 条 数 动力 系统 的 运动 稳定 性 。 在 工程 和 物 
理 沾 是 经 党 过 到 的 则 题 ， 俩 如 依靠 尾 娶 米 稳 由 的 火箭 弹 在 火箭 推 
力 起 作 册 的 过 程 中 的 运动 状态 中 ,飞机 的 稳定 与 控制 25%, 

变 系数 动力 系统 的 稳定 性 的 处 理 方 法 中 有 儿 种 常用 的 方法 : 

(D BEER, 

(2) 设法 作出 李 雅 普 诸 大 项 数 ， 

(3) 冻结 系数 法 "3， 

《4) WEE, 

(5) 其它 ( 例 如 特殊 万 程 的 特殊 处 理 。 如 马 蒂 厄 (Mathieu) X 
pe), . 
这 些 方法 中 , (1) 的 可 能 性 是 十 分 稀少 的 ,但 是 经 常 可 以 用 来 
Jy c] CLASSES 10: (2) 的 困难 在 于 一 般 不 易 作出 适当 的 李 雅 
PERAG G) 明 为 带 见 的 方法 ,但 是 ,必须 小 心 使 用 ,有 反例 表 
时 “冻结 "系统 与 原来 的 系统 的 稳定 性 质 可 以 完全 相反 ;( 见 本 章 
S DE ifs P ys (Roenbrok) 在 123] 站 指出 过 , 当 系 数 缓慢 变 化 时 ， 
则 可 保证 稳定 性 质 相 河 。 但 指出 , 困难 的 癌 题 是 如 何 来 确定 可 允 
许 的 系数 的 变化 率 的 范围 ,他 只 对 一 个 特殊 类 型 进行 讨论 ,所 用 的 
方法 比较 烦 复 ， 不 能 直接 由 方程 的 系数 变化 率 来 决定 稳定 性 质 . 
(21) 中 给 出 了 比较 直 搓 的 考察 方法 , 是 一 个 值得 注意 的 方法 。 但 
是 ,有 反例 表明 只 积 法 可 能 加 人 上 了 若干 不 必要 的 限制 。 

本 童 将 指出 李 雅 普 诺 夫 耶 数 的 作法 可 以 由 常 系数 扩充 到 变 系 
数 的 类 型 ,并且 对 于 变 系 数 系统 可 以 明显 地 找 出 李 雅 普 诺 天 函数 ， 
”以 及 由 此 用 显 式 确定 系数 组 变 的 界限 , 非 线 性 附加 项 的 界限 , 带 有 
UJ ERU AR DERI ERR A PA. 


. iĝ] o 


$1. 问题 的 提出 PP 


众所周知 ,对 于 常 系数 线性 微分 方程 组 


Sx =A 1.1 
di x (1.1) 


而 言 ,如 有 果 14 —AE| 一 0 的 根 均 具有 负 实 部 , WOD 的 零 解 是 
渐 近 稳定 的 . 
3 = AQ) (1.2) 


言 , 这 里 矩阵 AO 的 元 素 可 微 、 有 界 , 是 否 还 有 同样 的 结论 吧 ? 
一 般 说 来 是 不 成 立 的 ， 在 [23] 中 曾 引 用 了 下 面 的 例子 : 
例 1: E 


dn 一 (—1 一 9cos265 十 12 sin 62 cos 62)x, 


di 
+ (12cos'6s + 9 sin 612cos61)x;, 
zu == ( —12sin'6t 十 9 sin 62 cos 62)x, 
i 
— (1 + 9 sin?6t + 12 sin 61cos 621)x,, 
其 特征 方程 


(—1 — 9cos! 61+ 12 sin 6rcos6r) 一 2 12cos? 61+9 sin 61 cos 6: 
:一 12sinz6y 十 9 sin 61 cos 6? ( —1—95sin! 6:—12 sin 61c0s6£) —À 
= M + ilà + 10 = (4+ 1) +10) 二 0. 

KAREZ É a = l, hm —10, 但 这 并 不 足以 保证 这 
个 系统 的 稳定 性 . 事实 上 , 它 的 通 解 为 

x, ** a, e" ( cosó; + 2sin 6t) + aje Bi sin 62 — 2cos6t), 

xj = qe (2 cos 62 — sin 60) + aze7 (2 sin 67 十 cos 62), 
其 中 ms， a 为 任意 常数 , 这 个 系统 由 于 A 之 因子 , 当 :一 oo 是 不 
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稳定 的 . 
例 2: 取 一 个 系统 | 
&, = (c, + cosse + cs sin »1cosvt)s, 
十 《cscosipz — c;sin vt cosvt)zs, 
£; = (—c,sin'vt -一 csin »tcosvt)x, 
+ Ce, 十 csin?’ vt 一 c,sinvtcosvt)x;, 
其 中 cly 0, v 为 任意 常数 。 
X] EE fap e 此 系统 的 特征 方程 为 


和 2 一 (2c; eA t ee t e) = 0, 
RẸ 


Àj hmc Hen 
此 系统 有 通 解 
x, = a, e" (ca cosvt 十 c5sin vt) + aC casin vt — escosvt), 
x; a etC escosut — casin vt) 十 a;e^'(essin vt + e4cosvt), 
其 中 a, a 为 任意 常数 。 
Bai» Bis Css cs H Cis £25 Cas V TAE, BKA 


ji i [24 dE ae does — 可 | 


-i[oeaeVG ax -»]. 


A- [26 4- aN e + 4v(cs 一 ») 


| mi|a tnv iy -»| 
以 及 
€4164 = (v — ca): i [a 一 机 一 V (à — à + 4r(e4 — v) |. 

注意 , 只 要 cuiczicaiyv 及 miuic es RIEL 当然 比例 因子 任 
意 差 一 个 正 数 是 可 以 的 , HE * 改 为 az(a > 0), 不 改变 稳定 性 的 
性 质 . 

引入 一 个 判定 量 

K = y(e5 — v) — hh, 
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出 中 之 项 可 号 成 
ci t Arles — v) = (3; — AY H A»(e4 — v) 二 (十 和 六 十 AK, 

THEMA Ais 2a 与 t y a 之 关系 。 

注意 到 A. h 只 与 cy cz 有关; gas pw 不 只 与 入 十 入 有关 ,而 
且 还 与 KK 有关, 故 ms m PRIH ci e: MEH Y A cs 而 定 。 因 
此 , pus ja 不 能 由 加, 入 完全 决定 。 这样, HUE v M ea PEME m, 
嫩 的 特性 与 丸 及 罗 不 同 。 这 是 最 主要 的 一 点 . i 

另外 , pa za WRES ASA 无 关 . 首 先 

十 git cd, 

因此 ,这 当中 有 一 定 的 联系 .其 次 , 当 JAK, 是 够 小 时 ( 即 比 (十 


M A), i, im EEH a UE has pa S y ue m Bmt 
HEH u +a NAK 而 定 . 
TH K< -— 1 (u + y, — AO. + MK0 K>0 
三 种 情形 洋 考 察 : 
1) 天 一 一 A Ou + LP, Bl] / (às FA: H 4 AER, 
Re(j«) = Rela) = 2 Ch 22). | 


Gh 3 AQ 2-4 29 0, 系统 不 稳定 ， 
GO, 24 A, 1; «0, 系统 稳定 . 
* B TOES AREIS ERIS 
[T G). 在 这 种 情况 下 存在 着 反 
£P Aole — »)—90 Thi. 
fn Aa, < 0, BEA hÈ 
e 号 [Au ifti D D AIRE: ,但 原 


atw- =o 方程 稳定 。 这 时 包含 有 三 个 不 
m 等 式 同时 成 立 , 即 
b (2, Hh HAKO 
& 1 或 cic trle myr) aO; 
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À, 4-25 «0 BE 2e, Ho c; 0; A44 0 3X, eue 6) 0, dc 
dolea — ») 二 0 时 ,第 二 .、 四 每 限 中 备 有 一 个 小 区 域 具 有 及 常 性 
质 , 风 图 (1) 中 的 阴影 区 . 

$1.06 —1,06715,0,—1 »—2, 


Wi[ 2, 9 —1 — 0, 2, — 0.5 — 0, 
mom d [595 + / 535i], 
im [—0.5 — V 5.75 i], 


MR RUE ASEE BRAE. 

£02. Htc, 05, c9 —2, c, 7 1, » 5 2 则 仍旧 得 “冻结 ” 
系统 不 稳定 和 原 系 绕 是 稳定 的 . 

如 果 Av(es — v) Ze 0 (BI c5 2o v, (ti » > 0), 这 时 就 不 出 
现 这 种 反常 区 域 . 

2) 一 TO Ty «eK, 


0 一 AK + (b AY GO. OMS KE m m X95 Aes] 
与 

(Da 7 十 和 >0 系统 不 稳定 ， 

Gih A t Aj «0 RARE. 

情形 G), 5 G) E. RA Gidh 如 同 Gi) 可 能 出 现 反常 区 ， 
Ja iT: 

(Gi); à, th 0. HI C22 e t e—0,. RARE 2A, < 0, 即 

(206e, 十 cz) « 0. 

2) 之 条 件 为 一 iQ. Ry K-c0, HI 


0 s (A, + AY + 4K p: C, t A, 
3 4 


ny 0 - cid 4v(e4 — v) - Q3 c, 
5 4) 

或 — cdi«A4v(e4 r) « ACc t 66 « 0, 
G n e 


求 同 时 满足 (1), 02, G), (0D 之 cs 61, cs v. H 
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Av(eg — v) < teile, 十 cz)<0， 
(4) (2) 


T Av(es — v) >0 时 ,不 存在 反常 情况 ,而 当 42e — v) «0 k}, 
存在 反常 区 域 ( 和 如 图 (2)), 用 深 色 表示 .下 面 是 两 片 之 例 : 


MEN CZ 


2 


N 


AER. 
ZAR. 


(2) 之 禁区 
图 2 


例 3: c 7—01,0, —3,04 15,» 2, 
à, 7 0.1 > 0, 1, —29 < 0, p = —0.28 — 0, 


则 
m= 2.52 < 0. 
例 4: co = — 29, em 3,047 15, » 2, 
WOO a = 29 < 0, = 01 > O, n= —0.28 — 0, 


m= —2.52 < 0, 
3) K>0, 这 时 latul < VO t uY H- AK, p> 0, 


pa 0, 履 系 统 不 稳定 。 这 时 了 又 可 分 两 种 情形 : 
Ma a> Me t 601 之 0 中 至 少 有 一 个 成 并; 
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Gi) e « 0, + c; «x 0, 
情况 C0. 5 G) (0); 的 情形 同样 ,没有 特别 之 处 , 我 们 仍 内 着 重 讨 
论 Gi. e « 0, ci 十 二 0, 此 为 反常 情形 ，。 这 时 要 求 同 时 满足 
三 个 条 件 : 

KK 之 0 即 v(e, — ») 


> eaa 十 ci) L0 
《1) (2X3) 


<0, €1 T 630 
(2 (3) 


HOS Ce — 9) « 0 Rt, Qs 
不 出 现 。 

X v(e — v) > 0f, B 
有 一 个 带 形 的 反常 区 ， 见 图 3 
中 的 空 乌 区 . 

例 5: c = — i, co = 0.5, 
ci ma ?, y= l, 
Wü a = —1 <0, 21; —1 4 0.5 — —0.5 <0, c = 0.28 > 0, 
m= —1.78 « 0, 

例 6: c, = —1, 067 —9,06 7-012, v = 6, 
Wi) à, = —1 «0,2; —10 «0, ug, 7 227 0, ju; 7 —13« 0, 


结论 I: BE, 32 TETUR E APRIRE CR" REA TREO e AE 
《 即 原来 系统 ) 之 间 的 各 种 关系 ,一 般 均 可 出 现 . 现 总 结 如 下 : 


NT 
c 判定 不 稳定 判定 稳定 
原来 系统 Oo 
不 稳定 G) G) G» (dA? 
BRW | 
E x GD: 之 ( 例 2 | (iD, 中 之 正常 情形 
反常 情形 [ 例 3 | GO 中 之 正常 情形 


Qi). 之 \ 例 4 
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其 次 ,如 有 果 固 定 ci, cz 把 c;: » 看 成 可 以 调节 的 量 , 我 们 希望 
调节 is > 使 得 Gi 中 的 情形 , 好 "冻结 ?系统 判定 稳定 《217): 也 能 
保证 河 系 统 的 稳定 (uo). 

这 了 时， BR A 0, 3 «0, 要 调整 eu. v GET Ren) < O, 
Relu) < 0, EH m BORSA BTE UA, Rie K o 0 LK 0. 都 
有 Rela) < 0. 

但 当天 — 0, Ri 


m= B [Oa + u) + VO + AE EAN] o. 


因此 条 件 化 为 要 求 玉 < 0 E Rea) 过 0。 PRR 
ve — v) « A, 

因此 ,有 两 种 方法 加 以 改变 、 一 种 是 改变 vw, 另 一 种 是 改变 n. F 
ER v0, W Ca r) 平面 上 之 出 线 ，v(cs — v) 一 nt 如 区 4 
所 示 为 双 曲 线 . 

(8D 36 lel < 2/245, 则 不 论 » 为 何 , 原 系统 均 为 稳定 ; 

C) 当 1e] > 2 V As, Woles — v) A A34 v PIS C 
ii: | 

A 


TS i [es +a ed — 412, 1, 


MERE ar L Eu 
WERA. BIFE 

结论 242, <0, 1,—0 判定 
HGE ERE Rela) —0, Refu) —0 
有 两 种 调节 法 : 

CH) 减少 jcaij , 亦 即 减少 扰动 


项 的 “振幅 系数 ”， 
CZ) 威 小 > 或 加 大 
AFART = 25, Mop v 即 加 大 T, URARI A 
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统 ; 加 大 » RRD T, 使 系统 成 为 “高 频 ” 振动 。 前 者 是 容易 想像 
的 ,后 者 则 不 易 想 像 。 
条 件 vcs — ») < ul Hr ANDRIA A 
ves < Alga 
不 等 式 的 左 方 表 示 ve 一 2r 72, 即 一 周期 所 改变 之 幅度 的 特征 


Xt, Hi A 来 控制 ,加 大 工 或 减少 cj, 便 得 到 组 懂 系 统 了 ， 
$2. 保证 性 条 件 


讨论 系统 


4d ma EMO i= 1. Utt. , (2.1) 
dt i=i 


假设 a0 RISR, laO] S a Ca 为 与 上 无 关 的 常量 )， 并 设 
ReAl AG) « 一 < D, 


对 所 有 t 都 成 立 。 
系统 Q.D 的 特征 方程 为 
lapl) 一 25 一 0， (2.2 
， au) se «| 
B)" — P» a eB (TMM| oe 一 0. 
" MORENO 


Ti OGS, 77, 0) 为 方程 (2.2) 的 根 ,根据 根 与 系数 的 关系 有 


i=] 


»» AG) = 2j gui), II 1; (D = 


记 
aalt) arlt) 
PG) = DAO eG TQ eee | 
is "OHIO 
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则 特征 方程 (2.2) 可 以 写成 
a pOT H ee I Ga, 
再 记 
p) pG) 
ORNZOS 
pOpRnG) e pL 
a POG) c puoi) 


"e^ at] t n 


AG) 一 PAOR A) 一 | tty An, 


(polr) = 1: pu CO = 0, E> n). 
因为 方程 (2.2) 之 根 均 具有 负 实 部 , 改 有 
A270 (i21,2-::,2), 
BU jS ke 35 LEA E VA P. 
UB VG m. x). 使 其 满足 


3396 2» aj); m 一 2 IT AG) 5 x, (2.3) 
[ESI Ox; i=l jal 
根据 巴尔 巴 欣 公式 (其 中 取 w m J ACD, i=, s n, 
wi 一 0, 当 ;i sj 时 , 即 取 ww 一 一 T AKC 35 可) 得 出 
iwi j-1 
0 xi 2x;x. x 
1 ES el 
U 0 alll, i) alik, i) alnn, ji) 


err 56 íií4t] a] gr) | | st]! |] |]] gn 


其 中 AQ) 一 laCGk, jD) aGR, iD 定义 如 下 : 
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1 e(ll,58)-*- alik, nn) 22 aD 


11 ea lz we nl s+ nn 


a(l, 11): *aC1o, 11) :a (51. 102: ans, 11) 


a 


a(11, 12)* alln, 12)* --a(01, 12)*** anm, in) 


ie att tt n 


a(11, »1)- --a(1», ni --a(n1, nl) - a(2n, n1) 


me mad tht» rt rm hh n on 


alii, nn)**-a(1n, nn) --a(nl, nn)-*-a(nn, nn) 


有 以 下 关系 
aÇik, jl) = alki, iD) 一 aC, lj), 
0 X ij, RA, Rj ls 

x au) 当 isjked 

eie anle) + ay) 当 ij, k=l, tÆ k; 
aj) 当 eeje €, 
id 
I AQ) 
AG) = c, 


由 (2.4) 式 得 出 
25 x, 一 53 va) rz; Cou) m vu). (2.5) 


其 中 oG, j= 1.) 是 用 (2.4) 式 的 行列 式 中 的 第 一 列 
与 含有 2xjxj(i A j) G5 ij BS xD 的 列 对 换 , 然 后 去 掉 第 一 行 
与 第 一 列 后 所 得 到 的 行列 式 。 
将 (2.5) 式 写 成 
pi xn. x, > V GG xx (VG) e Vaa (2.6) 


其 中 Vle) -— eO»). 
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HEKEHEKE vx). c.n) 是 正定 的 ,给 定 二 次 型 
v=- AOX, 


gi (2.3) 式 可 以 求 出 唯一 确定 的 vin, ct x2, 改 由 (2.6) 式 
所 表示 的 v (5. teta za) 应 该 与 [6] BBEEBS ERE RE HSTS ER RC 
相 一 致 , 即 | 

vit is 7e”, Xa) res Ake): -AN 24 ET 


353 H genie 3), 71, Xe). 


e=1 j=l 7-1 
iXcll 


ide Ass Xi. "^ 24) 可 参阅 L6]. 显然 有 
pCt; xps t x) AD A TOY x > 22 xj. 


其 中 下 为 与 :无关 的 常量 ,由 5 决定 . 
为 了 简单 起 见 ,我 们 仅 以 = 一 3 为 俩 证 明之 ,对 一 般 4 的 情形 
bem RER. l 
eC 32, 23) 22 ADA) Do 
= C hsa) — C 十 42 十 Ay) (As + Al 十 daha) 


3 
— hå uz Spas) + oT» 


= 1005? p» x1, 
RK = 1005 30S], 故 直 上面 所 作出 的 函数 vCr; ni, cio x4) 是 
正定 的 ,所 以 下 面 我 们 就 可 以 取 正 定 销 数 
vf; xt x) = 5 Vi OLN 


Pdl 


PEIRA (2.1) 的 李 雅 普 诺 夫 闲 数 : 
sl = 一 2 I AOT xi 十 > V uGO xx, 
2.1) x d 


dz iG. izi j=1 ofi 
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<] aS s+ > [Dl leds 
«-i][D AOQ S 44 EXPO ED 


DHL OIEA 


i=1 ji=1 
因为 VD) 一 Ce * 
OLLI OREOMO 


Jut) H OO. 


H 
5; 9 


& la & e, RI 
[Val < elo | 2 |2! e eleC Ps). QD 


Hh P429 va 的 行列 式 中 其 导数 不 为 零 之 元 素 的 代数 余子 式 之 绝 
对 值 之 和 (如 果 某 元 案 出 现 si 十 as; 之 形 , 则 在 其 代数 余子 式 的 绝 
IHANIA 2). 
H (2.7) 式 得 出 
I2,4CO] < ef ls LDCGO + 1eCO] P402]. 
其 中 no - D |2], x 
dv 


dro — iui 2-1 


+ e{ [20 Dolo + OD P| t 
i=l zc E 


Tee [po DAREA OIEA] » Zool ah, 
j-1 了 池上 
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Q,G) 一 Sileuol. BO = Bp) (i =l, +, 2), 
j71 isi 


改 有 
Z| < 72 Ia > xi [DO 0.) 
e) IPC dd + + eLDCO Q G2 
+ jc) AORE 
TU 
E | IT AG) 
“pO tp ^ 
II 4 | 
DO OD tle P| 


那 末 当 Ja4C0] < e tA 


dt LANES -H A SC) Da * 


《这 里 的 估 值 较 痊 上 略 ， 对 具体 的 问题 我 们 可 作 较 精细 的 估 值 ， 
从 而 可 使 系数 的 变化 率 范围 还 可 放大 一 些 .) 
TU FE ReA(4 (2) « 一 5 < 之 0 之 条 件 ,不 难 证 明 


7 
lus eed 
dt 7 一 1 


其 中 K* 为 与 上 无关 的 常量 , 故 到 


C2,1) 


是 负 定 的 . 


(2.1) 
BUT» (ms rs ns) 是 正定 的 ， 且 具有 无 限 小 的 上 限 〈 由 
le,CO| « a 立即 得 出 此 结论 ), 而 < |。 是 负 定 的 ， 所 以 系统 


di (2 
(2.1) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 ,又 因 系 统 (2.1) 是 线性 的 , 故 稳定 性 
具有 全 局 的 性 质 ,因而 有 下 面 的 定理 : 
定理 2.1: 考虑 变 系 数 线性 系统 (2.1) 
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Mx 一 M a; 2; Çi x 1. UNES 2), 
di j=1 


假设 oj G) 可 微 , 10400] S a Ca 为 与 上 无 关 的 常量 )， 并 且 符 征 
方程 的 每 一 个 根 满 足 Rel(4(D) x 一 8 之 0. 对 所 有 + 成 立 , 则 存 
在 


£ 2-0, €= min II ^ 
[DOO + IeGIBGs 777 
I AQ) 
isi 
DG)Q.G) 十 jc P,COJ- 
其 中 ea) 一 I am DG) = 5 A " 
AG) ipil Ba; 


VRO 一 2 eO, 


i=l 
PC) = 5, P.i-—-1, 2, e,n. 
j=1 


这 里 Pi 是 vit 行列 式 中 其 导数 不 为 零 之 元 素 的 代数 余子 式 
的 绝对 值 之 和 (如 果 革 元素 出 现 as; 十 ay 的 形式 , 则 在 其 代数 余子 
SCA SHBLZA BEIEZI 2). 使 得 如 果 1,00] < e, WRA (2.1) 的 零 
解 是 渐 近 稳定 的 。 由 于 系统 (2.1) 是 线性 的 ， 改 稳定 性 上 共有 全 局 
tE. 

上 述 处 理 组 变 线性 系统 的 方法 ， 在 对 非 线性 附加 项 作 适 当 的 
限制 后 ,同样 可 处 理 非 线性 组 变 系统 的 稳定 性 问题 .下 面 我 们 就 介 
绍 这 方面 的 工作 ， 

考虑 非 线 性 系统 


E Eu 5 a, 0x; 十 $ (5 Xi. ** 55 r2). jm 1, "tta f (2.8) 
jal 
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BH ec oo 时 ,ai 是 可 微 的 ,满足 12,00] S a Ca 为 与 
z EARE), 并 且 12,00 — inl — 0 的 所 有 特征 很 有 
Rexz(4(D) < 一 8 < 0 对 所 有 + 成立。 此 处 还 假设 : | 
(1) 存在 区 域 D: £22 4. | x] HG m 3.2, 7 n), 在 这 区 
域 中 满足 不 等 式 
[ECE m. t mE RE B dn (9) 
其 中 4 是 常量 . 
(2) 在 区 域 D 中 ,函数 f(z; ns or n0 连续 , 并 满足 使 方程 
(2.8) 对 在 所 指 区 域内 的 任何 初始 条 件 有 唯一 的 解 . 
取 由 (2.6) 所 表示 的 正定 未 数 
vs x o x) 一 X, Vi win 


ijel 
TE 29 4E 3E VAL RR RU 


A 
— x 去 一 十 V aCOxx 
dt Don ED Ox; dt 2 « ! 


一 —2A0-- A s E 


+ b PQ) xxj + 5 FATO 14599 Xn) 
i-1 i 


Pj-l 


m Lam 
dz 


2 Yi. t7, x5), (2.10) 


Ga n Dx; 


而 
> m f: Mist» x4) = >) 5 MAOL SACE YL Xs)» 


TID j=1 i=1 
n 8 
»p a fits Xi. * s) 


x2 2 21 | Vi, ix, CO] |f; Cs Ais 7 “> z,)| 


i=l i=] 


<allal + + lah {S DIO} 


j=1 i= 


ey 位 (人 onin] 


(因为 v m ev, 00 = 211701 
= Mes) 
«usce e d oU 0 
Moo Z OO GL x) 
* 19i 十 x) 十 Qi 


4j £d oO e 2D 


J E "OGERARS i Q, CO d + x) 


十 "十 9, Cs 
-24 Ol (Bod noto) 4 


«(3c Q,G) 十 «Qo ) xi 


“j=1 


Ads vB» (> Q,G) 29,0) zl 
gi (2.10) 得 出 


dv 
dt 


Ov 
(2.8) «S. Q.D «Ix p" HG. Xi. > xa) 


* 207 * 


< 一 2 AA HA zj-et(DCOQ (D 
371 


+ [ci PG) 二 + (DO OY) 
AOINA 


+ Alel) [2 QG) + 10.0) ) zi 


cabo: (> OR TAOLA 


如 果 取 
CORN, $ A AS) — 
sica d | BOIL 


00 AG) AG) | 
DG)Q,G) + |e PD 
1 AA R 


j= min  ———-—— 
nere 21c)| »2 Q;( + 29,0) 
AANA) 
> [2.63 十 nO.) 


则 当 4 « 5. 14,00] e ILU 
a| «AG AO (Yi). 
j=1 


dt 


(2.8) 


(2.11) 


(2.12) 


因为 函数 e(t ro tt ox) 是 正定 的 ， 昌 具有 无 限 小 的 上 界 , 而 


dv | 
dt la 


THERN. 
定理 2.2， 对 于 非 线性 系统 (2.8) 


是 负 定 的 , 故 系统 (L8) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 。 因 此 下 列 


Li 
n z 2j as xj T jf m. cts 14) 《5 —1,2;,:- en)a 
? j=i 
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BRA Are 十 oo 时 , eu 可 徽 , 1a400] S aCa 为 与 + 无关 
的 常量 ,并且 lal 一 4354] 一 0 的 所 有 特征 根 有 

ReA(4(0) SE —8 «0 
对 所 有 + 成 立 。 此 外 还 假设 : 

(D) FERR D: £29 n, le) SH, 在 这 区 域 中 满足 不 等 式 

Jf(#; #1 + > z4,)] ss All] t ox EXP 
其 中 4 是 常量 。 

(2) 在 区 域 了 中 ,函数 f. mo c) n) 连续 , 并 满足 使 方程 
(2.8) 对 在 所 指 区 域内 的 任何 初始 条 件 有 唯一 的 解 . 则 存在 & > 0 
(与 上 无关, 由 (2.11) 式 决 定 ) 及 ? > 0( 与 + 无关, 由 (2.12) 式 决 
E) 只 要 当 [4400] s 6 KA s m SL BE (2.8) 的 零 解 是 渐 
HAER. 


53. AA RRI RYE 


25 
ee e >; CAOLA O, + DOC E :)) 


G 71, 2, n) (3.1) 
的 零 解 的 稳定 性 问题 。 为 了 方便 起 见 ， 我 们 将 系统 GD 改写 成 
下 面 形式 : 


n sa Y Ag Gv, G) F quG) = 1,2, °., n); (3.2) 


其 中 
EPO! =n aft) F RO! G, jm i, Zett n), 


QC) = 2j bx; = r) = x) G = ], 2,7", n). 


SR HE r Ubh, 3X — URDU INR. 
现在 假设 G), 06,00 连续 可 微 有 界 


EA < FE IO «^ 
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(GU 4450] 和 4), EREDA 

1440 — àB5] = 0 
ZIRE Ke(L((0): —8-0( 1.2, 2) 对 所 有 := 者 成 
3L, 取 由 《2.6) 式 所 表示 的 正定 函数 


Cz; fis t * x4) 2i ROER? 


作为 李 雅 普 诺 夫 函数 (注意 这 里 是 以 Au) f& & (2.6) 中 的 
e; CO) , Dl 


de 


dt 


--2]DaGOG r3) 


(3.2) 
十 > Vaux + Rt; x c X3), 
5l 


ET 


一 一 十 RD. Xade 
dt 


I0 


其 中 
"n 8v " n 
RiíG mt. Za) 2 j 2 (OLEAC 一 工 ) — GO» 


S$ x! «GO ) (x(t — r) — a0) 


= $ (2 2 a V atn) O (alt — r) — xG)) 
HIS (2; a PAOHO jua) Gua =D = n) 
jal ‘k=t ial / 


= X (È wOna) Gis — 20-40. 


jal 


OA CO = » TAOLIT) GER Vale) == Vi), 


x — r) — x = (r) dx) 
dt 


3 
ri 


Ior asr (j71,2,---,0), 


再 注意 到 
OIL 55 ILI vaL, 
Ọ = mx j9,4Q), 
T iac: 


IG: ns nns d] «2 32 (21 1on lad Ye 


j=l ‘=i 


x [3 "PICDEZSCI T ba ED xi (E;—r) ] 

< zo| Z 1c] [Darks lak) 

+ lenCsD 1 i5 — 01 | 

«29 4(3 3101) [T1621 + a, — 01 


IE el 2s (x10) + - 7 -- xt) 


aD GO Hn B GO 


j-1 


es x Tb Es — 0] 


f-1 


= AA, > xi 十 $ 25. A, (Ai, fts tz). 
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所 以 


7 n 
vÈ Aroan D, iaa >) xoc 0785. 


j=1 ER! 
XH AOF b;Q) 有 界 , 因 此 
Yi. EST. EM (3.3) 
这 里 8 > 0 常数 


如 果 x) zi (E,— T) G1, 2,7, n) 在 2nv (5 si) a 


z,C)) rh, Big (3.3) 知 
S xi(E;) « 2n £ > xi, 


=] 


故 
| Ra 各， | < rui 9 22 m f capa] 
x W a) 0 t no» £| * 49. 
i=1 j=j 
故 当 我 们 取 
ce AG AD: Ac E 
4 40m(1 + 29! à 
RE | Alt) ACE) . 
ir 0 pot G) + GBG ^C 
AL) ACC) - | 
DY OA + |cCO P, CO" 
我 们 有 
dv m ad 
de (3.2) 2 ‘As 23 d 


4 Ho E OAOE 
十 … t (DUO, G) + eG) PC) 
十 r40zmz e + 2n £) 5 x) 

imi 
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NA A. 


由 此 得 下 面 的 定理 (参考 127], 127—129 项 )， 
定理 3: 假定 a; (D, 0,0) 连续 可 微 有 界 , 即 


OES <, POE: S 4>0 


常数 ,日 特征 方程 
] 4,00 — 5,4] 一 0 
之 根 都 有 
Re(A,() X —84«0 i =d, 2 0) 
对 所 有 * 都 成 立 , 则 存在 一 个 数 


Go 一 I AO AG) 1 


AQ e T 2s £) 


和 一 个 数 
min -Ł Ax - AG T 
ES 2 Bone +e? >” 
ALN nt AG) | 
DCO, + Let |P,Q) J? 
当 


EROIE-S IAOEE: 
EStG 时 ,系统 (3.2) 的 零 解 是 渐 近 稳定 的 . 
注 : 如 果 时 灌 5 是 时 间 + 的 连续 函数 ， 上述 佑 值 方法 同样 成 
A. 
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第 七 章 ”周期 系数 系统 


SLAO — 


在 物理 和 工程 技术 中 ， 许 多 问题 最 终 都 能 导致 具有 周期 系数 
的 线性 微分 方程 红 。 实际 工作 考 在 分 析 这 些 问题 村 , 往往 尽 可 能 
把 这 些 问 题 化 为 大 家 现 熟 悉 的 希 尔 《Hill JERGA SNE. o 
是 现代 工程 技术 问题 常常 要 求 带 有 好 几 个 自由 度 的 系统 。 例 如 弹 
性 为 系统 的 动力 学 稳定 性 ,大 功率 发 射 的 参数 共振 及 质子 加 速 器 ， 
天 体力 学 中 的 数值 问题 以 及 激光 物理 等 都 是 带 有 多 个 自由 度 的 系 
fi. 对 这 种 系统 所 直到 之 现象 的 定量 描述 , 就 不 可 能 像 希 尔 方 程 
境 述 的 具有 一 个 自由 度 的 系统 那样 简单 ， 而 且 原 有 的 处 理 方 法 已 
显得 不 够 了 3 再 则 , REÆARMÆ (H. Poincare》 和 和 李 雅 普 诺 夫 开 
始 以 来 ,为 了 研究 用 非 线性 微分 方程 描述 的 周期 运动 的 稳定 性 ,不 
少 实际 方法 都 是 围绕 研究 带 有 周期 系数 的 线性 微分 方程 组 而 进行 
探索 ， 由 了 于 世界 各 留 的 常 微分 方程 工作 者 的 努力 , 在 过 去 甘 多 和牛 
里 ,在 这 方面 的 系统 的 数学 理论 研究 ,已 可 看 到 一 些 有 意义 的 进展 
(特别 是 哈密 尔 顿 系统 )。 另 一 方面 许多 针对 具体 问题 总 结 出 来 的 
实际 方 法 ,现在 看 来 是 很 有 成 效 的 , 它 常 常 提供 解 式 这 些 解 从 工 
程 的 观点 来 看 是 十 分 满意 的 。 对 于 过 去 许多 认为 难以 下 手 的 也 
题 , 现在 多 多 少 少 都 有 了 一 些 探 索 的 途径 。 这 些 方法 的 特点 泪 是 
随 荐 系统 阶 数 的 增高 计算 的 困难 在 逐渐 增 大 ,但 是 在 计算 技术 莲 
勃发 展 的 今天 ,大 型 离 速 亿 万 次 电子 计算 机 的 出 现 , 为 克服 这 些 困 
难 而 创造 了 有 利 的 条 件 。 所 有 这 些 方 法 被 认为 是 对 具有 多 个 自由 
度 的 问题 是 极 共 富有 成 效 的 ， 不 少 新 的 深入 研究 的 成 果 对 于 像 希 
尔 方程 同样 运用。 市 系统 总 结 这 个 课题 的 研究 成 果 , 建议 读 若 可 
参阅 V. A. WAME (Yakubovich) -5 V. M. MBI H 
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(Starzhinskii) 合 著 的 "具有 局 期 系数 的 线性 微分 方程 ” 所 -一 书 。 
$2. 周期 系数 的 线性 微分 方程 组 


《一 ) 预备 知识 


5R . i 
X= AC) x, (2.1) 
ZERGE 4 十 7) 二 .4 人 ,TT 二 0 BD 40 Ros Xon A 
期 矩阵 , 在 研究 (2.1) 的 同时 , 我 们 亦 考 虑 相应 于 《2.1) 的 矩阵 方 
程 之 初始 值 问 题 。 


人 (2.2) 


X) = ł 
RAE X 4D， 显 见 它 是 方程 《2.1) 的 一 个 标准 基本 解 方 阵 . EEH 


程 
dx 


Fa = AX 
的 尾 一 个 和解 Y O) 都 可 表 成 i 
YO) =X()M (M EERE EERE), 

由 于 40 的 周期 性 ,因此 当 和 是 (2. a 的 一 个 解 时 ， AUF T) 
IÆ (2.2) 的 一 个 解 ， 即 

总 (十 了 ) 一 0 二 四 GTJmLdCOXC LT), 
MEEDIA RERE C, 使 得 

X(r- T) X(DC, 

"E X(T) — X(00€ —1C —C, dE X (rt T) XOXO. 

定义 : XOT) 是 一 个 单 值 饶 阵 , 它 的 特征 值 即 方程 

JXCT) — er; —9 (2.3) 

的 根 ， 被 称 为 方程 组 (2.1) BgSE EC. — BU XE SRCRCR ELI M1 e 
合 就 称 为 方程 组 (2.1) 的 谱 。 这 样 一 来 , 单 值 纸 阵 X (0) 就 是 由 初 
始 条 件 A CO — 1 (单位 和 矩阵) 确定 的 矩阵 方程 Q2) 的 一 个 标准 
基本 解 方 阵 在 上 一 了 的 值 。 方程 (2,3) 被 称 为 方程 组 (2.1) WU 
征 方程 。 
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令 a 是 单 信和 矩阵 X(T) 相应 于 其 一 个 乘 数 ” 的 特征 向 量 , RU 


X(T)a = Pfa, (2.4) 
ARENA 
= 4 OEF (2.5) 
x(0) = g 


的 一 个 解 二 x(C) (注意 ,一 般 说 来 向 量 a 是 复 的 , 甚至 当 4 (2) 
是 一 个 实 矩 阵 时 , 因为 这 是 从 解 代数 方程 X(T)a = oa 来 定 出 向 


Ea). 
初 值 问题 (2.5) 的 解 x xG) 可 以 用 方程 (2.2) 的 一 个 标准 
基本 解 方 阵 X (EXER, 
x =X (a. 
利用 《2.2) 和 (2.4), 我 们 就 有 
x(t 十 了 7)》 一 Xit 十 了 了 )G XC X(T)a 

= X (f) fa PX (ra ?x(t), 
即 

x( + T) = px ln). {2.6) 
这 样 一 来 ,对 于 每 一 个 乘 数 e, 都 有 方程 (2.1) 的 一 个 解 «CO 满足 
XAA Q.6). 


为 了 定 出 方程 (2.1) 的 具有 性质 (2.6) 的 一 个 非 零 解 x (7) 2 
0, 这 里 ?是 某 一 个 数 ,我 们 能 够 导出 特征 方程 (2.3). 

FXE, HERR G + T) 和 px(#) 都 满足 (2.1), 如 果 它 
们 在 :一 0 时 的 始 值 一 样 ， 

x(T) = px(0), (2.7) 

那 末 从 解 的 唯一 件 来 考 虚 , 等 式 《2.6) 一 定 成 立 。 所 以 这 样 一 来 ， 
只 要 找到 一 个 满足 条 件 (2.7) 的 解 就 够 了 . 

因为 x(T) 一 XCT)x(0), KER (2.7) 即 得 

XCT)x(0) 一 ofz(07 = 0, 
(X(T) — e1)x(0) 一 0. 

则 2 是 特征 方程 的 一 个 根 , BRETTER, H x(0) gc S CA 
BE XCT) 的 一 个 特征 向 量 ， 
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(=>) Miaa (Floquet)- ESI WEKEN 
令 KK 表 示 n X n AEE 


K 一 E In X(T), 


其 中 Y =e in X(T) 是 矩阵 方程 S XO 的 解 之 一 。 如 果 和 矩阵 
ACOX XN, EIER X(T) 也 是 一 个 实 和 矩阵 , 但 和 矩阵 KK 一 般 说 来 是 
复 的 ， 
令 FG) 表示 矩阵 级 数 
FO = XG eT, (2.8) 

由 于 : 
F(t 4 T)-—X(:4 T)e tn = XC -cOT)e7Ke7TE 

= XG XT) Re 

= XG)X(T)XO(T)e7* = F(t), 
这 样 一 来 ,就 可 把 方程 (2.1) 的 一 个 标准 基本 解 方 阵 X Q0) IG 

XQ) 一 F)et. 

这 里 FG) JE— T FHUIZS T HJ n X n 周期 矩阵 ,此 外 从 《2.8) 立即 
看 出 FG) BIAR. AA 


2 
(m tt qe KL e ERAT 
1 


jul 
[dete] =o — 1, detX (r) 2€ 0, detF (e = 0, 

HR FCW 是 连续 的 和 具有 一 个 可 积 \ 逐 段 连续 的 导数 

F(0) = X(0)e**|,., — X(0) — I, 

反之 ,任何 形 如 
XA = Fee (2.9) 

的 矩阵 《其 中 F CO 是 周期 的 、 非 奇异 的 、 连续 的 , 且 有 一 个 可 积 
的 逐 段 连续 的 导数 , K 是 > X = 常量 矩阵 ), 则 它 就 是 某 一 个 具有 
周期 系数 0D 的 方程 C.I) 

že A(x (Ale T)—40)) 
的 一 个 标准 基本 解 方 阵 。 
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事实 上 , 由 (2.9) 我 们 有 
XQ) = FQ), 
X(1 4- T) = FO T)e  *DS = F(p)etFeT 
= X (Ae - XC) X(T). 
这 就 说 明 X (O J& 5 ER (2.1) 的 :一 个 标准 的 基本 解 方 阵 。 它 恒 等 
地 满足 矩阵 方程 
XD) = ORLOFF 
X(Q x T) 5 AU dM T)XG TT T) XQ) 
- Al T)XC) AQ T) — 4). 
综合 上 面 所 述 ,我 们 可 以 证 明 下 列 定 理 : 
佛 洛 盖 - 李 雅 普 诺 夫 定 理 : 一 个 具有 间 期 系数 《周期 为 了 7) 的 
微分 方程 组 
X= Alex 
的 标准 基本 解 组 方 阵 X( S DEB 
XQ) = F Ce), 
这 里 FC) 是 一 个 周期 为 的 X n 函数 方 阵 , 它 对 所 有 # 是 非 奇 
异 的 ,连续 的 , 且 有 一 个 可 积 , 逐 段 连续 的 导数 , 且 F(0) 一 了 和 天 
EAn X n 5D. 
ZZ., EFOR- DRA LRA, KK 是 一 个 nxX n 
常 攻 方 阵 , 那 末 由 下 式 定义 的 方 陈 X O) 
XG) = FCD, 
就 是 某 一 -个 具有 周期 系数 的 微分 方程 组 
| | xe À4((Dx 
的 一 个 标准 基本 解 方 阵 . 
上 述 佛 洛 盖 - 李 政 间 诺 夫 定 理 是 针对 标准 基本 解 组 方 阵 而 言 
的 , 而 对 于 非 标准 基本 组 方 阵 { 即 X1 (0) — € 2e D), EXE ER 
结论 同样 成 立 . 
事实 上 ， 
—A(X, 
X,(0) =C = I, detC 关 0, 了 是 单位 方 阵 ， 
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Lym wir 


由 于 
Kit) =X (OC = F (AEC m Ft) CCEC 
= F CA Ce KO). 


得 
XG) 一 Flee, (2.10) 
这 里 
Fi) = FC, Ki CKC. 
显 见 


FD) = FGT) (FG+T) = FON), 
EL AME XQG) 可 以 表示 成 《2.10), PK 
XO XI C7 — FíQ) eC 
一 F CA Ce ea E et, 
iH FG) = Fi) C, K = CKC R F(0) —CC? -— I1, 3X 
EK ,kBPE X (6) 可 以 表示 成 (2.9) 形式 ,因此 方程 
芝 4x 

是 一 个 具有 周期 系数 的 系统 ,从 而 有 下 列 佛 洛 盖 - 李 雅 普 诺 夫 定 理 
的 推论 成 立 : 

推论 : 具有 局 期 为 的 局 期 系数 方程 

x= Alex 
的 任 一 基本 解 方 阵 XX. 0) 可 以 表示 成 
Xe) — Fiet, 

这 里 FO 是 一 个 非 奇异 的 、 连续 的 、 周 期 为 工 的 = x a J R 
数 , 它 的 导数 是 一 个 可 积 、 逐 段 连续 的 函数 , Ki 是 一 个 常量 矩阵 . 

反之 ， 具 有形 如 (2.10) 的 任何 一 个 方 阵 XC (XGO) 一 
F,Q)e'h, AH FiG) 与 天 :其 有 上 面 的 性 质 ) 都 是 某 一 个 具有 周 
期 系数 的 方程 

X= A(x (AQ TT) = 107)) 

的 非 标准 的 基本 解 组 方 阵 ， 
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$3. 实 系数 的 情形 


如 果 方 程 
X= Ax (3.1) 
中 系数 方 阵 4 (2) 对 所 有 上 > 0 是 实 的 , 那 末 (3.1) 的 标准 基本 解 
EHE X GO 对 所 有 : 实 0 也 是 实 的 。 此 外 ,如 果 特 征 方程 
IX(T) 一 or = 0 
没有 一 个 很 是 负 实数 ,我 们 可 以 假定 
X) Fle) e's 
中 的 方 阵 FU IK 545 3c ES. 
实际 上 在 这 个 情况 下 ,我 们 可 以 定义 
K = TilnX(T), 
那 末 就 是 实 的 。 这 样 一 来 F(z) 一 六 Qe 下 也 将 是 一 个 实 方 
阵 。 在 一 般 实 周期 系数 的 情况 下 ,我 们 有 下 列 命题 : 
ZEE XO) 可 以 表示 成 


.XO m Fole) es, e (32) 
这 里 Ko 是 一 个 实 常数 方 了 省 , Fo) 是 一 个 实 方 阵 函 数 ,使 得 
FoG + T) = FOR, (3.3) 
且 RR 是 某 一 个 实 方 阵 , 使 得 
Rheq, KR = RK (3.4) 


特别 是 

Fe? + 27) FQ) (0 : 2T), 
函数 Fo C) E — BT PARERE BOE SER SERÁ. 

有 反之, 若 F), Ko 及 RR 满足 条 件 
Fit T) = FKGR, 
Rz 1, KR = RKo, detFo(2) = 0 的 任意 实 方 阵 ， H Fike) 有 一 
个 可 积 的 逐 般 连续 的 导数 , SEDE X (0 一 Fol) RETR 
有 实 局 期 系数 方 阵 4 (9 的 方程 
xm 4x 
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H xh id 


的 基本 解 组 方 阵 . 

在 证 明 这 个 命题 之 前 ， 我 们 首先 把 有 关 实 矩阵 的 对 数 的 定义 
及 其 几 个 辅 肪 引 理 介绍 一 下 ,详细 证 明 可 参阅 [1]. 

考虑 一 个 实 矩 阵 Z d 


K {| ]nZ 一 一 -一 2» i; (tI — ZY (nF) at, 


eZ (osi 表 对 数 的 分 枝 数 )。 
Bi $xdh—^TdEBSUGIBS n X > 矩阵 ， 则 存在 一 个 实 的 
n x n 矩阵 KK 使 得 | 
e m X? 
Sm I: 9 xë AxA, SUTRZESCABBEK 与 RR 
使 得 
ex XRT RX, RK — KR, Ral, 
引 理 HI: 如 果 环 是 一 个 没有 负 特 征 根 的 实 的 非 奇 异 矩 阵 ， 则 
存在 一 个 实 抵 阵 天 一 oX, 使 得 
er we X. 
推论 : 如 果 式 是 一 个 非 奇 异 实 矩阵 ,而 且 它 没有 实 的 . 正 的 特 
征 值 ,出 存 在 一 个 实 和 矩阵 
K = lnn(—X), 
使 得 
e* e —X, 
往 下 我 们 就 转 入 上 述 命题 的 证 明 . 
H15 [3E IL 4, 对 于 一 个 实 的 、 dES; SEI LIBER XCT), 都 存在 
SKR BOERE Ke 和 R, 使 得 
KR = RK, R’ = ] K e™ w X(T)R = RX(T). 
HR = RU, 由 此 推出 


R = X(T)e775, (3.5) 
H KoR = RKyADS Ef8] 2. 有 
Re™Ka em etKoR, (3.6) 


我 们 现在 就 按 下 列 方 式 来 定义 一 个 矩阵 函数 FG), Bil 
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下 一 区 (ce 
根据 标准 基本 解 组 方 阵 的 特 疆 和 条 件 (3.5) (3.6), 我 们 就 得 到 
Folt + T) = XC + T)e HtDo 
= X (O X(T)e tK, — X (t) X(T)e Eve Ko 
一 X (1) Re"! = X (i) eR 
- Fol) R 


这 样 一 来 ,关系 式 (3.3) 成 立 . 显 见 detFuCz) 9e 0, B. PO 具有 


所 要 求 的 性 质 《X CO 亦 如 此 ). 
现在 反 过 来 讨论 , 令 外 () 按 下 式 来 定义 
XG) 7 FoG) eo, 
显 见 ,X( 是 某 一 个 具有 实 的 \ 逐 段 连续 和 可 积 的 系数 矩阵 4 (z) 
的 方程 
T= 4d(r)x 
的 一 个 基本 解 组 矩阵 . 
为 了 证 明 , AG T) = 4 Q0 ,只 要 证 明 标 准 基本 解 组 矩阵 
X C) X7 (0) 满足 关系 式 
X(t T) X(DX?(0)X(T) 
即 可 . 
事实 上 利用 
Fit 十 了 了) 一 FQG)R, R=], KaR 二 RKo、， 我 们 有 
X(t + TYX T) = Fo( + Te rtDKoX AT) 
=~ FaQ) Re Xoe TXT} 
= Folt) e ReT X(T) 
= X (G) RFI (T) 
= XOF O) = XO XO0)., 


$4. 周期 系数 系统 的 可 约 性 


x—4)x (AQ T)-2A0).. (4.1) 
假定 初 值 为 X.(0)=C 的 (4. 的 一 个 非 标 准 基本 解 组 矩阵 Xs CO) 
可 表 成 

XO) = Feen, 
因此 


aX (e) == dF le), eK 十 Fi (£) Kiei 
dt di 


= A(DXi(D —AQ)FiQ)eth, 
jl 
e AC) F, — FAQ Ky, (4.2) 


现在 来 阐明 (4.1) 的 求解 等 价 于 下 列 问题 求解 : 即 寻求 一 个 ”xm 
常 最 矩阵 Ko 使 得 乍 阵 方程 (4.22 有 一 个 局 期 为 工 的 矩阵 解 
Fi), 它 的 行列 式 则 de FG) Ax 0. 

事实 上 ,假定 我 们 已 找到 一 个 共有 这 些 性 质 的 解 F,C) , 一 个 


直接 检验 的 方法 就 是 证 明 拢 阵 
了 (划一 Pile ek (4.3) 
B RB EEZ; EE 
X-24)X, (4.4) 
因由 deXQ(O 2 0, BR X102. 是 方程 (4.1) 的 一 个 基本 解 组 短 
fE. 


也 可 由 (4.3) 导 得 
deti C) = detl X12) e^] 


z» det( C exp u TrA(n)dn)exp( —(TrR,), 


BS Xi — XCO C, 14 
detX, (7 = deX(D»-C€-d«C RO) 


" 
= detC - exp | Tr4CGQqu) dti, 
9 


dete!4 e eTA (4.5) 
因此 为 了 证 渭 


de F,(r) x 0, (4.6) 
我 们 只 要 证 明 . 
det FC) = 0 (4.7) 
就 可 ,这 里 是 -个 任意 固定 的 数 . 
佛 洛 盖 -~ 李 雅 普 诺 夫 定理 的 另 一 种 解释 ,就 是 所 渭 的 李 雅 普 诺 
夫 的 可 约 性 定理 ， 
给 定 一 个 具有 周期 系数 《周期 为 T) 的 系统 (4.1) 
x—4(Dx, 
则 存在 一 个 连续 、 非 奇异 (对 所 有 0. 周期 为 了 的 矩阵 函数 FO, 
此 函数 有 一 个 可 积 的 、 逐 蜂 连续 的 导数 ,使 得 代 换 


x 一 FC)y, (4.8) 
把 方程 (4.1) 变 成 形式 
Y ~ Ky. (49) 
di 


反之 ,如 果 F(z) 是 -个 任意 连续 非 奇 异 ( 对 所 有 0. IUS 
工 的 抵 阵 函数 ， 使 得 代 换 《4.8) 把 方程 (4.1) 化 成 (4.9), 那 末 方 
程 (4.1) 表示 了 一 个 周期 为 工 的 周期 系数 方程 , H 
XG) 一 FAC) er 
是 (4.1) 的 一 个 基本 解 矩阵 . 
证 : 对 方程 (4.1) 应 用 代 换 (4.8) 就 得 
x= Fily e Xe Ky, 
则 
xc Py t FIG = 40) FiCG) y. 
可 是 Rain = 4G) FG) ~ FC) RK 把 它 代 入 上 式 ， 注 意 FO) 
是 非 奇 异 的 ,这 样 我 们 就 导出 了 y GO 所 满足 的 具有 常 系数 的 器 量 
方程 
dy 
di 
反之 ,假定 我 们 有 一 个 代 换 
x= FY, 


一 Ky. 


这 里 FGO 具有 上 述 的 性 质 ， 它 把 局 期 系数 方程 (4.1) 化 成 党 系 
数 方程 (4.9), WRK WR O 0 G2). 分 别 是 方程 (4.1) 81 (4.9) 
的 解 .我 们 就 有 

x() Fio. (4.10) 
在 这 个 关系 式 中 , 我 们 把 (4.9) 的 一 个 标准 基本 解 组 矩阵 


Yn» yl12 "`s Jins 


a "LL 


YG) E 2 ne UE S d 


Yat» Yn12777» Yna 
的 每 一 列 ( 它 是 (4.9) 的 一 个 解 》 
yw 
yz 


y, QD) 一 (»—12,--*,9) 


sv 
代入 (4.10), 就 得 (4.1) 的 o TRE POTERE 
ale) FD (» 9 1,2, 75,0). 
因此 这 2» ARER Or IET ELS 
XD FD YD — FiG) e, 
derX,(£) == detF, (r£) detet! 99 detF,(g) ^ eT à 0, 

w X1G2) 是 (4.1) 的 一 个 基本 解 组 矩阵 . 

这 样 一 来 .由 代 痪 《4.8) 的 存在 性 就 可 推出 方程 (4.1) 的 一 个 
基本 解 组 矩阵 Xi ,可 表 成 如 下 形式 

X) 一 Fl) eh, 

这 就 证 明了 化 洛 黄 - 厄 雅 普 诺 夫 定理 的 结论 . 

注意 ,在 前 面 论证 过 程 中 的 矩阵 天 ，E (CD : Ko Fi) 一 般 说 
KERA., HEREA 4 (0) 是 实 的 , 方程 的 一 个 标准 基本 解 
组 矩阵 X (G2) 也 是 实 的 话 . 

再 则 ,如果 4 是 实 的 , 则 存在 一 个 代 换 

x = Foly, 
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把 方程 (4.1) 化 成 (4.9?。 其 中 代 换 系数 矩阵 FoC?) 各 常 系数 方程 
(4.9) 的 系数 抢 阵 Ks 应 满足 如 下 的 关系 式 : 
Folt + T) d F(R, R? = E; KR = RK}. 


$5， 特征 指数 和 一 般 稳 定性 结论 


很 明显 从 关系 式 
XC = Fe (5.1) 
(其 中 FG) 是 一 个 x XxX n 非 奇 异 . 连 续 的 矩阵 函数 ， 且 它 有 一 个 
BIA XE Br YE SER SE EX) Vr EIUS H, 


x d(Dx 
的 零 解 稳定 性 或 不 稳定 性 , 也 就 是 说 当 : 一 十 co 时 方程 的 所 有 解 
的 有 界 性 和 无 界 仁 ， 方 程 所 有 解 的 增长 或 误 减 速率 完全 依赖 于 抵 
PEK. 
KRE, AARRE RER EER ER Me 
ER, | 
定义 :把 矩阵 天 的 特征 方程 
|K — al | 一 0 
的 根 on. ……， cs 称 为 方程 《4.1) 的 特征 指数 . 
实际 上 ,为 了 方便 起 见 , 常常 从 一 个 任意 基本 解 组 矩阵 X100 
出 发 , 基 虑 用 相似 于 矩阵 关 的 一 个 相似 矩阵 Ki KRE K, BI 
Kı = COKC, 
此 时 K, 5K AIRE. 
此 时 从 (5.1) EHE, EAREN o, 都 对 应 于 方程 (4.1) 
x A(X 
的 一 个 形 如 下 式 的 解 
XI) -2e"f(). (5.2) 
其 中 fG + T) =F). 
事实 上 , 令 Ka 一 oa. 那 末 从 关系 式 
X(t) -XGG)x(0) 和 X(G) -— Fü)c'N 
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看 出 ,方程 (4.1) 满足 初始 条 件 x(0) = a 的 解 是 
x()—Fü)0earcF)e'a- etfi, 
这 里 f(z) = F(a 
反之 ,如 果 对 方程 (4.1) 我 们 有 一 个 形 如 (5.2) 的 解 
xl —:"UfQ) (FG T) fO), 
那 末 e 束 是 一 个 特征 指数 。 
事实 上 ,从 (5.2) 导出 
X(T)} = e"f(T) = e"f(0) = e"x(0), 
则 数 一 2*7 是 方程 (1) 的 一 个 乘 数 ,。 是 矩阵 XCT) 的 一 个 特 


征 值 一 T InP, 这 就 说 明了 o 的确 是 一 个 特征 指数 


这 样 一 来 ,特征 指数 a, 可 以 根据 XACT) 的 特征 值 p, KER: 
a, 7 i lap, (> 一 1,2, NB). (5.3) 


这 里 对 数 分 枝 是 任意 的 . 因此 特征 指数 在 (5.3) 的 右 端 再 附加 一 
Wi 2i 元 ,就 被 唯一 决定 Em m ETER, 


$6. 周期 系统 的 解 之 结构 


让 我 们 假定 矩阵 KK 的 特征 指数 o, 是 不 同 的 ， 且 令 a, 是 对 应 
的 特征 向 量 。 正 如 我 们 前 面 刚 刚 证 明 过 的 方程 
x-—A(Dx, (6.1) 
存在 形 如 
x C = ehf, G) CF + T) fo) (6.2) 
的 ”个 向 量 解 . 
这 里 FG) = FQO)a,. 因为 FO — 1, HAR (v 一 1， 
2,5) 是 线性 独立 ,向 曙 x,(0) — F(00a,—a,(»71,2, an) 
是 线性 独立 的 。 因 此 形 如 (6.2) 的 # 个 向 量 解 
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LAOPEZEME NO)! 
就 构成 了 方程 (6.1) Bg— 1 38 2. 
我 们 现在 考虑 一 般 情 形 。 针 对 方程 (6.1) 作 代 换 


x9 Fitzt)y， (6.3) 
就 得 到 方程 
dy Ky (6.4) 
dt : 


的 一 个 基本 解 组 ,我 们 用 
DEO) oc 1,2,.-", 5, 


Xm. 
4 ju 是 特征 方程 |K 一 41| 一 0 的 特征 根 。 如 果 它 对 应 

的 初等 因子 是 (4 一 1)”, MRE 就 对 应 于 方程 (6.4) 的 一 组 m, 
个 线性 独立 的 解 ， 

yi? 一 etta, 

y m edot gn + af), 

ye) m etot (cc fPaclg( 二 4g). 
因为 detF1(#) 9€ 0, 向量 
1,2,-*:*,1, 


xp FG Y? er ES dodge) 
j 3 2 e» 


BR f 2; fe (6.1) RICUT EMT: 
在 这 里 我 们 记 
fF) -FGai, 
得 到 下 烈 命题 : 
方程 (6.1) 有 一 个 基本 解 组 集 , 这 个 解 组 集 被 分 成 :组 ,每 一 
组 有 如 下 形式 


:228 = 


x e ete). 
xf? e eei) +P), 


DANN 要 
rd 


(c 71,2, -- mi t c4 m, 9n). 

这 里 fi Ce) 是 周期 为 工 的 、 具 有 逐 侦 连续 的 可 积 的 导数 的 周期 向 
ERX, 8S IBRERDS RETÓBNEK 的 一 个 初等 因子 (4 一 o". 

注意 : 每 一 个 特征 指数 可 以 对 应 于 几 组 解 ， 这 主要 看 特征 指 
数 的 初等 因子 来 定 。 但 是 属于 一 个 特征 指数 的 解 的 总 数 是 等 于 该 
特征 指数 的 重 数 ， 例 如 特征 指数 一 o, 是 特征 方程 

IK — AI] = 0 
的 m, 重 根 , 那 末 对 应 于 此 特征 指数 的 方程 之 解 的 总 数 就 等 于 m... 
特别 当 根 4 o, 是 单 根 时 , 它 就 确定 了 方程 的 一 组 解 。 在 这 组 解 
中 只 包含 一 个 解 
aQ) = eh aet T)  hG)). 

在 特征 指数 a, 0. ^2 a, 不 同 的 情况 下 《或 者 它们 中 某 几 个 是 
相 重 的 ， 但 是 所 对 应 的 初等 因子 是 简单 的 )， 我 们 仍 诅 得 到 形 如 
(6.5) 的 一 个 基本 解 组 . 


57. 解 依赖 于 特征 指数 及 其 乘 数 的 性 质 


根据 李 雅 普 诺 夫 稳定 任 的 一 般 定义 ,系统 


dx a ANR (7.1) 
dt 


的 平凡 解 是 稳定 的 ， 当 且 仅 当 C.1) 的 所 有 解 当 * 一 十 oo 时 是 有 
界 的 ;要 使 (7.1) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 ， 如 果 〔〈7.1) 的 所 有 解 当 
: 一 十 co 时 都 趋 于 零 的 话 . 
由 于 C.D 的 任意 一 个 解 x(#) 可 表示 成 
x(Q) = XG)x(0), (7.2) 
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而 XCz) 是 (7.1) 的 一 个 标准 基本 解 组 矩阵 , 它 可 以 表示 成 
XD = Le, (7.3) 
Ci》 如 果 当 :一 十 co 矩阵 e BARI, CD 的 平凡 解 是 
稳定 
GD 如 果 当 一 十 co 时 , 矩阵 e — 0, 则 (7.1) 的 平凡 解 是 
渐 近 稳定 的 . 

”这 样 一 来 ,方程 组 (7.1) 的 平凡 解 是 稳定 的 , 当 且 仅 当 它 的 竺 
征 指数 有 非 正 的 实 部 ;或 特征 指数 是 纯 虚 数 ,对 应 的 初等 因子 是 简 
单 的 :或 特征 指数 是 零 ,对 应 的 初等 因子 是 简单 的 . 

否则 , 当 特 征 指 数 中 至 少 有 一 个 的 实 部 是 正 的 ;或 特征 指数 中 
有 一 个 重 的 纯 脱 根 ,对 应 的 初等 因子 也 是 重 的 ;或 特征 指数 中 有 一 
个 零 特 征 指数 ,对 应 的 初等 因子 也 是 重 的 , 则 (7.1) 的 平凡 解 是 不 


稳定 的 . 
方程 组 C. 的 平凡 解 是 浙 近 稳定 。 当 且 仅 当 方 程 的 特征 指 
数 都 具有 负 实 部 . 


此 外 由 于 方程 的 特征 指数 oc,( 即 K — AI] 一 0 的 根 ) 和 方程 
RIR e, (RI |XCT) — et] 一 0 的 根 ) 之 间 存 在 着 -一 定 的 制约 关 
系 

D, = eT (p = 1, 2, --*. n), 
Eso RADI STIL HH SEE SC p> 来 刻画 解 的 各 种 稳定 性质 。 TERI 
H BAAR. 根据 特征 指数 和 乘 数 的 狂 质 来 确定 解 的 往 质 。 从 下 
RAB ,要 检验 周期 系统 OCD 的 平凡 解 的 稳定 性 .只 到 有 具 阵 关 
或 矩阵 X(T), 或 其 至 只 杯 知 道 它 们 的 特征 值 性 质 鄙 可 。 

用 逐次 下 近 法 总 能 定 出 单 值 矩 阵 X(T), 其 算出 的 精确 度 同 
系数 乱 阵 AGO) RUBER. 

在 应 用 时 , 常常 发 生 方 程 组 (7.1) 的 条 数 依赖 于 某 一 个 参数 ， 
KEER RI XCT) 也 就 依赖 于 某 一 个 参数 。 这 些 参 数 将 支配 闭 
方程 解 的 性 质 ， 适当 选取 它们 的 值 , 就 可 以 保证 方程 的 所 有 解 当 
1— rco 时 ,是 有 看 的 ;或 当 r— 十 oo 时 , 它们 是 无 办 的 (不 稳定 
的 平凡 解 ); 或 对 某 一 参数 而 言 ,这 些 解 满足 估 值 Ix GO D x ee" 
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(0 x tr 400) 等 等 。 


Woo EO iR ix) pco m 
(1) 平凡 解 稳定 | O) Em: 《1) 在 单位 加 内 或 单位 
所 有 解 有 界 (2) ^J NOS TEH RE: 


0<t< 二 oo 盛 根 , 但 对 应 简单 的 (2) fm BED E, XH 
初等 因 于 简单 的 初等 因 于 


《2) 浙 近 稳定 性 fixum 单位 圆 内 


G) 平凡 解 的 不 稳定 性 O 至 少 有 一 特征 的 数 UL LITE 
”有 正 实 部 ; 单位 加 外 ; 或 在 单位 贺 
Gi) 或 育 一 对 纯 虚 雪 ， 且 | E: 在 单位 阿 上 的 乘 数 
有 重 初等 因子 它 对 应 于 重 初等 因子 


《4) 了 -周期 解 的 存在 惧 至 少 有 一 个 特征 指数 x, | 至 少 有 一 个 冬 数 p =I 


aT = 2mmi 


Cm f&—^ f 8O 
G) dT FUWEEXEPE | 至 少 有 一 个 特征 指数 o 至 少 有 一 个 系数 


xlt + T) = -—x(0 ast = (2m-r Uy p-1 
Cm d& — fik tO 


9i: 考虑 系数 依赖 于 参数。 的 周期 线性 系统 

x-—l|[C-rsB(o)lx. (74) 
这 里 了 是 一 个 X n. ROS TANERIA EEA 除 此 
而 外 ,还 假定 

[C 一 411 一 0 
的 所 有 根 都 具有 负 实 部 。 我 们 的 月 的 就 是 要 定 出 参数 的 变化 范 
围 , 从 而 保证 《7.4) 的 平凡 解 是 新 近 稳定 的 。 这 个 问题 是 HH.T. VJ 
达 耶 夫 (deraes) Æ 1955 年 首先 提出 。 为 了 解决 这 个 问题 ， 我 们 
BEZE e — 0 的 情形 , 即 方程 (7.4) 现在 变 为 常 系数 系统 
$ra Cx, (7.5) 

HF |C 一 149 一 0 的 三 有 根 都 具有 负 实 部 ， 根 据 第 二 篇 第 四 章 
$ 2 定理 知 给 定 一 个 亚 定 的 二 次 型 
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wG) = le = > i 
必 存 在 一 个 正定 的 对 称 的 二 次 型 


Ve x'Hx = B Bus. 其 中 H' =H 即 LN nz Lo 


$021 


使 得 沿 (7.5) 的 相 轨 线 关于 * 的 全 导数 
2v] = Hx + x Hà = (CxY Hx + x'HCx 
dt dc 
= xCH--HC)x-- —W(x)--—l|xl'. 
现在 就 取 了 7 作为 研究 (7.4) 的 李 雅 普 诺 夫 应 数 , 那 末 把 7 沿 着 
(74) 的 积分 曲线 求 关于 c 的 全 导数 ,得 
dV 
dt 


-—xHx-xHx 
(7.4) 


= {[C -+ eB (r) ]x}Hx + x' H[C + EBC) ]x 

=æ x'{] C + eB (DH + HIC + eB() ]}x 

-xi[HC + C'H] + e(HB() + B'()H)ix 

= —lz|!-- x'£(HB(2 + B'GC)Hx 

= x [—1 + e(HB) + B'G) H)lx. 
因此 要 使 矩阵 

I + gC—I1BO) —B'(QG)H)- A, e), Ox 
是 正定 的 充分 而 必要 的 条 住 ， 就 是 矩阵 AG, e) — 列 
ARATZ, W 
Al, E) > 0, 0K LT, 0 KEL eim 1.2, 2)， 
BEH e = 0 时 , 显 见 我 们 有 - 
Aj{1, 0) 120. 
Et ER EHE S 取得 足够 小 ， 使 得 所 有 主子 行列 式 在 0 委 上 < 魏 了 ， 
l| < e&t, ApG, 5) > 0 (5 9 1,2, * ,2)。 这 一 点 完全 办 得 
到 (注意 Al, e) 是 : 和 # 的 连续 函数 ). AER Jej seo 
时 ,就 有 和 矩阵 AG, s) EO re T, jej « eg EJÉEIEXERJ. 
Tidi AG, e) 的 连续 性 知 , 存 在 一 个 5 > 0, 使 得 矩阵 
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A(r,£) — ôl 
的 所 有 主子 式 在 0 S: ST, Jel Se DIRAODARBS. 这 就 意味 着 
Al = — x Alr, e)x < — âx x= — p 之 zi 

根据 第 一 篇 第 一 章 $ 3 定理 知 ,(7.4) 的 平凡 解 当 [6]. < so 时 是 渐 
近 稳 定 . 再 则 由 于 系统 (7.4) 的 线 米 狂 , 所 以 这 种 稳定 性 蕊 是 全 局 
性 的 、 

注意 系统 中 参数 值 so 的 确定 是 由 保证 AC. e) 正定 性 的 西 尔 
威 斯 特 (Sylvester) 定理 之 条 件 来 决定 的 、 即 出 保 证 当 0 SST, 
tel < ej T, Aj, £) >00 (j= m 2, iva] n) 成 立 来 确切 定 出 
50 之 值 。 
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第 三 篇 非 线 性 系统 


第 八 章 “” 非 线性 系统 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 作法 


$1. 对 非 线 性 系统 而 言 , 李 雅 普 诺 夫 
函数 作法 的 一 般 评 论 


上 面 已 经 指出 ,对 店 治 的 线性 系统 而 言 , 作 李 雅 普 诺 夫 孙 数 的 
方法 早 就 由 A. M. 李 雅 普 诺 夫 本 人 指出 。 在 平衡 位 置 的 足够 小 的 
邻 域 内 ， 这 个 方法 也 给 出 了 得 到 非 组 性 系统 李 雅 善 诺 夫 函 数 的 可 
能 性 。 困难 得 多 的 问题 是 在 相 空 间 的 给 定 区 域内 , 对 非 线 性 系统 
的 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 作法 问题 ， 很 多 数学 家 和 力学 家 在 这 方面 做 
了 大 量 的 工作 。 但 是 他 们 仅 针对 特殊 类 型 的 非 线 性 系统 , 作出 了 
具体 的 李 雅 普 诺 夫 范 数 , 解决 了 一 系列 的 只 体 的 个 别 问题 。 直到 
现在 为 止 , 对 于 任何 一 般 非 线性 系统 而 言 ,怎样 根据 一 些 简单 易 行 
的 规律 守则 来 作出 李 雅 普 诺 夫 踢 数 , 还 是 一 个 有 待 解决 的 问题 . 
因为 很 遗 壤 的 是 ,对 于 非 线性 系统 而 言 , 作 地 雅 普 诺 夫 冰 数 的 任何 
一 般 方法 都 还 没有 . 

对 于 特殊 类 型 的 非 线性 系统 作 李 雅 普 庶 夫 函数 ， 从 下 面 的 讨 
论 可 以 看 到 ， 很 多 都 是 按照 对 于 线性 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函数 类 亿 
地 作出 ， 直 到 现在 为 止 ,这 种 简单 的 推理 方法 (首先 被 A. I. 罗 里 
叶 及 VI. T. 马尔 金 所 采用 ) 曾 在 许多 具体 问题 上 被 采用 过 , 并 县 成 
为 解决 稳定 性 问题 的 最 有 上 成 效 的 方法 之 一 。 用 这 种 方法 所 得 出 的 
李 雅 普 诺 夫 函数 的 有 价值 之 处 ， 是 在 于 从 它们 淮 导 出 的 稳定 性 条 
件 ,是 推广 了 的 劳 思 - 赫 维 菊 条 件 。 这 就 是 说 ,在 线性 的 情况 下 ,所 
得 的 条 件 变 成 充分 必要 条 件 . 
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我 们 指出 ,对 于 每 个 微分 方程 系统 而 言 , 任 何 正定 项 数 ” 都 可 
似 作为 李 雅 普 诺 地 函数 ， 事实 上 , 当 要 求 > 对于: 的 由 于 给 定 的 
系统 的 导数 s 为 负 定 时 ， 总 可 以 确定 系统 的 零 解 为 稳定 性 的 某 种 
条 件 。 得 当 不 恰当 地 选择 李 雅 普 诺 夫 函 数 时 , 这 个 条 件 可 以 是 矛 
盾 的 , 包 不 可 实现 的 。 或 者 所 得 到 的 稳定 性 的 充分 条 件 是 很 少 有 
价 健 的 . 辟 如 说 , 它 是 离开 必要 条 件 很 远 和 的 .. 有 这 样 的 看 法 ,经 验 
E 上 认为 是 较 好 的 李 雅 普 诺 夫 孙 数 应 该 满足 下 面 的 要求 : 在 非 线性 
情 沈 下 , 借 勋 于 这 个 函数 所 得 到 的 稳定 性 的 充分 条 件 , 应 该 是 在 线 
事实 甚至 是 这 样 的 ,在 线性 情况 下 ,不 是 每 一 个 正定 项 数 都 给 
出 稳定 性 的 充分 必要 条 件 。 这 就 是 说 , 当 预 先 给 定 正定 二 次 型 
村 ,要 求 满足 不 等 式 6 «0, 在 一 般 情 况 RINSES Xl RAE ZR 
RH. 
但 是 如 果 给 定 了 人 负 定 型 w, 则 在 渐 近 稳定 的 情况 下 ， 根 据 第 
二 篇 第 四 章 定理 2.2, 我 们 得 到 满足 方程 z = w 的 正定 函数 v, 这 
就 是 说 . 在 这 种 情况 下 , 函数 v 正定 性 的 条 件 应 该 与 劳 思 ~ 赫 维 区 
条 件 相 一 致 . 


作为 例子 ,考虑 
"1 = aux, 十 4X1. 
$ 
2 (1.1) 
x 
e. = 2a, 十 ants 
z1 0 b, b ! 
&x c 一 J REREH B = ("IEEE Pam 
0 —1 bn. bn 
根据 
AB + BAC, 
出 
aya " aua 
a= ( u ?, 4 -( u jj: 
4 85 x "yg an 
得 


[p 2) 机 可 is /by J G n x E J 
441 an bn bn bn Èn 85 8p 0 —i f 
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a 十 anbu, nbn + a + anbu t 451, | 


anban + apbn, anbu + ann 
ge 
0 —17 


注意 到 8 的 对 称 性 ,有 


‘qnbnt anbu, nbn + axbn 


( Zanb + Zanba, anbu + Can + an)bu + ee] 
anbu + Can + an)bn + nbn, 248555 + 2anbn 

^ TER ij 

` 0 一 1 
2ayby 十 Žans - —I, 
anbu + (an 十 ap)5y 十 anbp 70, 
Zanba + 2anbn = 一 小 

即 


än ducta an ba | => 0 
0 Žan 2an ! Wy —1 
根据 克 莱 姆 法 则 ,只 在 当 系 数 行列 式 不 为 零 时 , 才能 求 得 各， 
bu. bn 的 唯一 解 , 即 要 求 
Zan 2an 0 
det ay autan an |= apanlan d en) 
0 ` ap 2an 


Zan Žan ü " ; (—1 


— 44u41454 一 ÁGu4n45 
= 4(au4a — aan) Can + an) = 0, 

因为 

A = fu 2 PTL trA = an + an, detA = 2542 — ag22,; 

an On 

BEER det.97 = 4(trA} - (der) = 0, 

由 上 面 线性 方程 组 , 我 们 来 解 出 《2 bu, 52), 

© 计算 


2 了 6 。 


—1 243 0 


0 au 十 az ay |= —2[Ceu2z 一 azan) + aj 十 ail], 
—1 28g 2an 


得 
bu EUN (detA +a) + 22) 
2 (AD (det4) 
© 计算 
2ay —1 0 
d 0 an |= Zanan + 26545 
0 —1 2an 
得 
b, am Aun + anan 
"A(trA) + (det AY 
© 计算 
24a 28a =f 
an än an 0 |= —2[detA + aż + an]; 
0 "rm Tp | 
得 
A detA + ai + ah 
2(trA)(detA) ° 
最 终 我 们 得 到 对 称 的 矩阵 
Bm e 2 tU —1 
bn, bn 


2(tr 4) (det) 
x ( detA 十 ah + ah, — Çanin + 2 
7 (auaa + 4g4p), detA 十 an d ah^ 
要 使 矩阵 B 是 正定 的 充分 必要 条 件 是 8 的 所 有 主子 行列 式 大 于 
EA i 
detA + a2, + ai 
mue ira) ded) ^ s 


qs : 
babo — b =a — 0L 0 det4 + g te 
ne?g 12 4 (tr. Ime y [C e 5 ah) 
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X {detA + ai + ah) — Canan + anen] 


- 二 [Cde AY + Ca taht ah 


+ ax)detA + (an + aaau + ah) 
l 1 
— -$ F 2 Fn 
Canan 2134) 4 (tr A (detti 
X [(detAY + (2l + 21; 十 ah + an) (detA) 


T EEEN: ERES 
Tori AC A Y det A 
X [Can + an} + (25 — aa F] > 0, 
这 两 个 不 等 式 成 立 ,也 就 等 价 于 下 列 二 个 不 等 式 成 立 ; 
derd > 0( 它 等 价 于 要 求 buda — bh > 0), 
: td « 0, 


/ 9n bn 
这 就 是 说 ,要 使 矩阵 8 一 { 7 2) 是 正定 的 充分 必要 条 件 ， 
就 是 满足 


gu du 


det4 = 2 


= dm 一 443 > 0, (1.2) 


2 fn | 
trA= zy + an< 0, 

注意 当 满 足 这 二 个 条 件 时 ， 前 面 解 线性 方程 组 求 Pu. bu. bau 
时 ,所 要 求 的 条 侍 

det. wa A( aua ~ anam) (24 F ap) Æ 0 

自然 得 到 满足 ， 

LERA aD 正好 与 使 系统 (1.1) 的 特征 方程 的 很 具有 人 负 
实 部 的 劳 轩 -~ 赫 维 茨 条 件 相 一 致 . 

以 上 说明 了 这 样 的 事实 ， 按 时 给 定 的 导数 来 作出 李 雅 普 诺 夫 
六 数 ,从 方法 上 讲 是 有 其 一 定 的 优越 性, 

经 验证 明 , 最 成 功 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 可 在 那 种 情况 下 得 到 , 即 
当 它 可 以 给 出 物理 解构 时 ， 而 当 所 研究 的 动力 系统 有 作为 典型 的 
确定 的 物理 模型 时 , 这 个 函数 是 可 以 作出 的 。 远 在 分 析 力 学 萌 球 
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时 期 , 这 个 方法 已 被 含糊 地 利用 过 中 ,对 于 保守 系统 而 言 , 寻找 总 
能 量 H CH 等 于 这 个 系统 的 动能 和 位 能 之 和 ) 作 为 广义 坐标 的 孙 
数 ,对 于 非 保守 系统 而 言 ,上 面 所 找到 的 函数 玉 就 可 以 取 为 李 雅 普 
诺 大 函数 。 然 后 再 在 系统 中 列 人 对 应 于 宙 袜 能 量 的 吸收 或 耗 散 的 
因素 。 我 们 在 下 面 列举 几 个 简单 的 例子 来 说 明 . 

例 1， 研究 方程 

2f) — 0, (13) 

这 里 f(x) 对 所 有 的 * 是 可 微 的 ， 且 假设 fC) > 0, 4 S 0 时 ; 
f(0) ~ 0, 4 FG) = | da, 

方程 (1.3) 措 写 了 一 个 单位 质点 在 恢复 力 169) 作用 下 的 运动 
情况 , 引进 y 一 * 方程 (1.3) 等 价 于 系统 


my, } (1.4) 
3 = f(x). 


质点 的 动能 是 5, 而 其 位 能 为 F(x) , 根据 能 量 守恒 定律 有 


Elx, y) -1y 十 F(x) = k, (1.5) 
公式 (1.5) 也 可 以 直接 从 (1.4) 得 到 ,因为 


ao y3 + F'G)2x = y(—1620) + fx) Cy)=0. 


ÓULOA)RUE—TRYDEPA (0, 90)。 现 在 我 们 就 可 以 取 
V(x,y)— i y! + F(x) 


作为 李 雅 普 诺 夫 函数 ,因为 SY| =o 因此 原点 是 稳定 的 . 


事实 上 , E(x,y) 一 如 为 首次 积分 ,利用 表示 式 
y= +V2R — FG), 
我 们 容易 得 出 他 们 是 围绕 原点 的 卵 形 线 (图 1), 所 以 原点 是 稳定 
的 ,但 不 是 渐 近 稳定 的 ， 
例 2: 研究 微分 方程 
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ž + olt) + fü) 到 0. (1.6) 
这 里 gq(0) -- 1(0) 一 0 最 然 , 这 个 方程 等 价 于 系统 
Ad } Q2) 
y —f(x) 一 eG). 
从 力学 的 观点 来 看 , 方程 (1.6) 有 简单 的 解释 ， 即 可 以 认为 ， 
它 描写 了 质点 在 有 限 居 《 非 线性 地 
RATER 20 的 介质 内 ,在 非 线性 
恢复 力 fx) 作用 下 的 振动 。 
当 取 质点 的 质量 等 于 1 时 ,可 
以 写 出 总 能 量 为 


y! E 
7 一 十 f IO, . 


这 里 右 端 的 第 一 个 被 加 项 对 应 于 动 
1 能 ,而 第 二 个 被 加 项 是 位 能 . 
如 果 介 质 的 阻尼 消失 (p(y) 一 0)、 那 末 系 统 《1.7》 人 允许 第 
一 积分 VY 一 常量 , 它 对 应 于 著名 的 能 量 守 恒定 律 。 但 是 由 于 阻尼 
的 存在 ， 在 振动 过 程 中 ， 机 械 能 区 转化 成 热能 。 因此 沿 着 系统 
《1.7) 的 轨道 ,器 数 信 应 该 是 碱 少 的 。 容易 算出 由 于 系统 《1.7)， 
HV m —oly)y. i 
如 果 当 ? 5e 0 时 ,条 件 pay > 0 满足 , 则 得 到 VV S 0. 
为 了 使 函数 了 是 正定 的 ， 必 须要 求 ， 当 xs 0 时 ,不等式 
Her > 0 EXE. 
为 了 利用 第 一 篇 第 一 章 定理 3.5 或 3.6, 应 当 假 定 


[slæ 
或 者 , 附 天 保证 系统 (1.7) 的 轨道 有 界 性 的 某 些 条 件 . 
最 后 , 必须 指出 ,在 直线 y — 0 LOHAR D — 0), 没有 整 
条 扫 线 《 除 零 平衡 位 置 外 }， 如 果 沿 着 ? 0 的 轨道 ， 那 末 也 有 
到 0, 于 是 由 系统 (1.7) 的 第 二 个 方 吾 得 到 f(x) 一 0。 (EET 
为 条 件 fCx)x T 0 满足, 所 以 * — 0 ERR fO) 一 0 的 唯一 的 堆 
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im (dr 一 oo， 
9 


点 , 那 末 得 到 * = 0. 
例 3: 我 们 研究 系统 


ži = Miyis iwa 1,2, 37 
$, 7 —A(y) — f(x) 一 B Palt: — x4). (1-3) 
k=1 


E Cy y > 0, 24 y, 26 0 时 ; f(z)x 27 0, pal 270, 4 
x 关 0 时 3 pa) = —pa(—2), oa G0 = pul), A -f(0- 
Palt) = 0, m, EWA HE. PR, KA 


reim m,yl + fi G02x 


十 RE £ | Ti: MC: 
2 ya 


JEIE XE ER L2 HE 
LEA 
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— n 个 质点 P, (具有 质量 m) 的 振动 的 系统 作为 系统 
(1.8) 的 机 械 楼 型 时 , 那 末 , 上 面 所 述 的 函数 站 的 构造 就 成 为 十分 
显然 的 了 。 如 果 假 设 点 了 ;受到 恢复 力 f《x;) 的 作用 , 也 受到 表示 
系统 的 另外 的 点 在 点 P, 的 运动 上 起 影响 的 形 如 gia(x: — x.) 的 力 


的 作用 。 这 时 函数 亚 管 单 地 是 系统 (1.8) KARRIER, 2< 


0, 因为 在 系统 《1.8) 中 , AALO) 表示 了 促使 机 械 能 量 耗 散 的 
A. 

但 是 一 般 说 来 , 当 所 研究 的 系统 的 阶 数 为 2 时 ,这 种 物理 模型 
比较 容易 作出 ,如 果 系 统 的 阶 数 大 于 2, 这 个 方法 会 遇 到 一 定 的 困 
难 ， 我 们 再 重复 说 明 , 直 到 现在 为 止 , 对 一 般 非 线性 系统 而 言 ; E 
何 通用 的 作 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 方法 是 没有 的 。 我 们 在 下 面 将 举 出 
一 些 例子 ,对 一 些 具体 的 方程 而 言 ,是 怎样 成 功 地 作出 李 雅 普 诺 夫 
函数 的 ， 有 些 方法 对 于 我 们 解决 一 些 实际 问题 , 将 是 一 种 很 好 的 
启发 。 
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在 介绍 一 系列 具体 方程 ,怎样 成 功 地 作出 李 雅 普 庄 夫 函 数 , 以 
解决 系统 的 稳定 性 问题 以 前 ,我 们 先 介绍 一 下 著名 的 爱 泽 问 问 
RECS 因为 这 个 问题 说 明了 非 线性 系统 与 线性 系统 之 间 存 在 车 本 


质 的 差异 ， 
与 线性 系统 
dx z 
一 一 一 by ayx; + Fxg, 
dt Tal (1.9) 
fc as jo 1*7 2,757,m, 
同时 ,我 们 研究 非 线性 系统 
Bn eati, K0)—0 
den (1.10) 
Azi ya QG;Xj, 12, sn 
dt j=1 
假设 我 们 已 知 ,对 满足 条 件 


oF<p 
的 所 有 下 而 言 , 系统 (1. 的 零 解 是 新 近 稳 定 的 ， 提 出 这 样 的 问 
题 如 果 满 足 条 件 


a< Hd a, (zr = 0), (1.11) 


那 末 系 统 (1.10》 —— 稳定 的 ? 换 甸 话说 , UAE hix 
ym [G0 的 图 形 位 于 直线 》 一 ox R y 一 x 之 间 , 那 末 , 这 对 于 保 
证 系统 《1.10) 的 零 解 的 全 局 稳定 注 是 否 是 足够 的 ? 这 就 是 著名 的 
. 爱 泽 曼 问 题 。 它 是 关于 全 局 稳定 性 很 多 研究 的 源泉 ， 
-H H 克拉 索 夫 斯 基 包 对 于 二 阶 方 程 组 的 情形 举 峡 了 反例 ， 
BD RARE (1.11) 满足 , 但 并 不 能 保证 零 解 的 全 局 稳定 性 ， 

B. A. 薄利 斯 外 对 三 阶 方程 组 进行 了 研究 。 指 出 其 至 满足 比 


条 件 (1.11) 更 严格 的 条 件 , 即 如 果 满足 mm 二 «B. 其 中 > 
&, B, « B, 还 不 能 保证 恶 解 的 全 局 稳定 性。 
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$ 2， 特 殊 非 线性 系统 李 雅 著 诺 夫 函 数 的 作法 


(一 ) 类比 法 

M. A. 爱 泽 曼 问题 提 法 的 本 身 就 表明 了 这 样 的 思想 。 如 何 
根据 其 所 对 应 的 线性 系统 的 李 雅 普 诺 夫 函数 ， 类 似 地 来 作出 非 线 
ERREPARA. H. IT 马尔 金 由 曾 甲 这 样 的 思想 方法 
对 带 有 一 个 非 线 性 项 的 二 阶 系统 作出 了 李 牙 普 诺 夫 函数 .首先 找 
出 其 相应 的 线性 系统 的 形 为 二 次 型 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 随 后 对 非 
线性 系统 选取 类 似 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 这 个 方法 应 用 极为 广泛 ， 
是 作 李 雅 普 诺 夫 函 数 有 效 方法 之 一 ， 下 面 我 们 将 列举 几 个 例子 详 
细 地 说 明 这 个 方法 的 实质 。 


gil. 与 系统 P. 
£e ar + by, ] (2.1) 
p = cx + dy : 
同时 ,我们 研究 系统 四 C 
£ —f(G)-by,f(00— zi (2.2) 
y — cx d- dy. 


这 里 利用 第 二 篇 第 四 章 公式 (3.6), 从 条 件 
Poe —2(a + d)(be — ad)x! 
出 发 ,对 于 系统 Q.D 作出 二 次 型 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 当 假 定 
VP = Var + 2Vary + Vy 
时 ,容易 求 出 未 定 系数 Vus Vo, Va, 由 计算 结果 , 我 们 得 到 函数 
V = (dz — by? + Cad — be)è | (2.3) 
对 于 系统 (2.1) BUS I - BM EA a +d< 0, ad — be 7» 0, 
最 然 这 些 条 件 保 证 了 TV 的 正定 性 及 广 的 负 常 性 , 
以 函数 (2.3) 为 基础 ,对 系统 (2.2) 作出 李 雅 普 诺 夫 函数 ， 系 
统 (2.2) 与 系统 《2.1) 不 同 之 点 , 仅 在 于 用 非 线性 函数 ORRE 
(2.1) 中 线 姓 函数 ar, CRRA 2.3) 中 ,系数 4 与 公 组 合 , 如果 


RERA an 考虑 为 积分 2 | ards, 由 此 可 以 看 出 ,很 自然 的 想 
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法 是 这 样 的 : 可 以 类 亿 地 取 函 数 
V = (dx — by)! + 24 NO = per 
作为 系统 (2.2) 的 李 牙 普 诺 夫 函数 . 
取 函 数 耻 关于 上 的 由 于 系统 (2.2) 的 导数 后 , 我 们 得 到 
人 


因为 了 一 (dz — y 2 ja GG — bex)adx, 
WKAR V ESR 
a. a I. be o, Mx. 


条 件 a 连同 条 件 
PEU Hro, 


保证 了 P 的 常 负 性 . 
显然 ,集合 * 二 0《 这 里 广 二 0) 不 包含 整 条 轨 强 。 如 果 条 件 
e C (f(x) —bez]de — co, — 34 [x] — eo 
满足 ， 则 它 对 保证 函数 了 是 无 限 大 的 这 一 点 是 足够 的 ， 
基于 第 一 篇 第 一 章 定理 25, RP a, b, c, 保证 了 系统 (2.2) 
的 零 解 的 全 遍 稳 定性 。 
H. H. 克拉 索 夫 斯 基 趾 曾 指出 过 ， 如 果 条 件 c< 不 满足 ， 那 末 
在 任何 初始 扰动 下 ,可 以 引起 稳定 性 性 质 的 丧失 . 
$12. 与 系统 (2.1) 同时 ,我 们 研究 下 而 的 系统 六 
i f(x), } 
y= f) dy, ACO) = ACO) 一 0. 
EE P ETE 
V = (dx — by* + 2 Loh) — 6G) Ms, 
由 于 系统 2.40, 我 们 有 
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(2.4) 


aY | 2(hC2 £) uos 
; 2 (5€ +a) hE — df Cx))z, 


É 
我 们 得 到 稳定 性 的 完 分 条 件 : 
a. (jhk) — dhi) — 9, X rx oht, 
b. O aco, 当 x 3e 0 时， 


e dm. fa) — 56h)1 dr} = oo, 
H. H AARAA” 曾 证 明了 ， 在 条 件 x Rob 满足 的 情况 
下 ,条 件 
Bn. { (f) + dx)sgnr 一 人 [2f (5) — bf (n) ldz} 一 一 oo 
是 对 于 系统 (2.11) 的 零 解 为 全 局 稳定 性 的 充分 必要 条 件 。 
例 3: 与 系统 (2.1) FINE WEE AES 
iar f» 5 } (2.5) 
$7 cr c dy, f(0) = 0, 
对 于 系统 Q.D FEIER V, 它 的 由 于 这 个 系统 所 到 的 导数 
为 
Po —2(a d 4)(ad — bo. 
根据 第 二 篇 第 四 章 公式 (3.6), 经 过 不 太 复 杂 的 计算 蓉 后 , 我 们 得 
到 
V = (ex — ayY + (ad — bey. 
现在 对 于 系统 (05) l'EH ERE RE TEAEDR IE 
V = Cx — ay + 2 | Cady — eG». 
由 于 (2.5), 我 们 得 到 
Y = 2(a + d) |«4 — E2] y, 


全 局 稳定 性 的 条 件 : 
a. a d- d «0, 


b. ad — c IK. o, 
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c. P Cady ~ eíG0)dy -> oo, 3 jy] 一 co fif. 
例 4: 我 们 研究 方程 


£d pli t jl) 0, (2.6) 
这 个 方程 等 价 于 系统 
B =y, 
yee—[u 一 ply, K0) = 0, | caai 
其 对 应 的 线性 系统 为 
ERA (2.8) 


ý = —bx — ay, 
对 系统 (2.8) 而 言 ,根据 前 节 讨论 ,作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 


了 z 
2 2 


JFE Po —2ay’, 
现在 我 们 指出 ,了 中 不 包含 参数 a, 因此 对 于 系统 


iy, } 

y= —br — phx)y 
而 言 ,这 个 函数 也 可 以 南 , 但 对 系统 (2.7) 就 不 能 用 了 . 

为 了 得 到 系统 (2.7) 的 李 雅 营 诺 夫 函 数 。 必 须 找 到 在 7 的 表 

达 式 中 的 项 Ae 的 类 似 项 。 但 是 从 对 系统 《1.3) 李 雅 普 诺 夫 函 数 
作法 的 动力 学 方法 中 ,我 们 已 经 知道 ,从 力学 的 观点 来 看 ， 最 br 
Gk 162) 表示 恢复 力 ,而 二 be QUU | bxd) 则 对 应 于 位 能 . 因此 
很 自然 地 可 以 取 函 数 

y = + 站 十 O (2.9) 


作为 系统 (2.7) 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 显然 , 由 于 系统 (2.7), 我 们 
得 到 


? = pi)y, 
方程 (2.6) 平凡 解 全 局 稳定 性 的 条 件 为 
a. f(íx2x > 0, M xcxol, 
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b. wlr) 20, 
c 16042 eo, M Jej — co f. (2.10) 


容易 验证 , 集合 UV = 0《 即 直线 y — 0) TE ERR ERSRUSAANIO 
SRL. 

如 果 条 性 < 不 满足 , 那 末 一 般 说 来 ,我 们 仅 能 得 到 大 范围 稳定 
性 的 下 果 。 同时 作用 区 域 一 般 说 来 可 以 不 与 全 平面 相 重 合 ; 这 时 
应 该 要 求 补 充 这 个 区 域 形 状 的 研究 (将 在 本 篇 第 十 二 章 中 作 详 细 
介绍 )。 

附带 说 明 一 点 : 如 果 对 方程 Q.6) 引进 变量 代 痪 

y 一 之 十 [pa 
( 即 询 娜 变换 ) ,我 们 得 到 系统 
= y— KIOS | 
y= —fx). 
重新 利明 前 面 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 (2.9), 由 于 系统 a. 10, 我 们 得 
到 


(2.11) 


P = f(b)ar, 
因此 方程 (2.6) 的 零 解 全 局 稳定 性 的 条 件 为 : 


a. f(x)r 220 当 * 半 0 时、 
b. SITO > 0， 当 x 六 0 时 ， (2.12) 
c, [ar eo, 当 [x] — co ti, 


比较 条 件 (2.10) 5 (2.12), 说 明 后 面 的 方法 莫 好 ， 因 为 可 以 用 更 
弱 的 条 件 > [oade > 0 来 代替 条 件 p(x) > 0. 


例 5: 我 们 仍然 来 研究 方程 (2.6) 
ž -+ pz +t jf 一 0。 
假设 
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a, xf(x) 2 0, 对 所 有 关 0, 
b. plr) > 0， 对 所 有 + 关 0， 


e lecol- Peces |oo, lz! > oo 时 . 


与 上 面 例子 相 比 较 ,容易 看 出 , 这 里 在 fx) 上 加 上 了 较 弱 的 条 件 ， 
而 在 阻尼 pCx) 上 加 上 了 一 个 较 强 的 条 件 . 
我 们 仍然 采用 以 前 所 讨论 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 
VG.) m Lye a m iy RG). 


它 的 对 于 * 的 由 于 系统 (2.7) 的 全 导数 为 
Vo —g(x)y. 
RERE, V EEEN, T «0, HEERA P — 0 CEDE A y — 
0) 于 不 包含 除 坐 宗 原 点 以 外 的 整 条 雪线 。 如 果 我 们 能 证 明 , 系统 
(2.7) 的 每 条 正 半 轨 线 是 有 界 的 , 那 末 , 我 们 就 可 以 利用 第 一 篇 第 
一 章 定理 3.6, 得 出 系统 (2.7) 的 零 解 是 全 局 稳定 性 的 结论 。 
我 们 考虑 由 
V(r, y) -iy TF) «1 


及 
[y+ €(2P « e 
所 界限 的 区 域 D( 见 图 2)。 容 易 看 出 ,对 任何 1 及 4 而 言 ,这 是 一 
个 有 界 区 域 , 并 且 我 们 总 可 以 选取 4 足够 大 ,使 得 区 域 台 的 边界 部 
By T 9x) - < 位 于 在 半 平面 ( 即 x 29 中 ,而 D 的 边界 部 分 
y 6x) 一 一 4 
则 位 于 堪 半 平面 ( 旭 * < 0). 
我 们 选取 如 此 大 的 亚 数 上 及 a, 使 得 任意 点 Palro yo) 位 于 区 
域 史 内 ,我 们 要 证 明 通 过 点 Ps 的 轨 线 , 当 : 增加 时 , 不 能 离开 区 域 
D. 
WA Y « 0, BEL SGH. ERSIAÉUEEADOR D [38$ F, 就 必须 
要 通过 这 个 区 域 的 边界 部 分 y +O ma Ry tOUl a, 
即 存在 这 样 的 瞬时 了 , 使 得 
(T) t O(x(T)) =a K IT) +Q) = a, 
注意 到 


[y + 6 GO = 一 2[y + 0 1GD. 


沿 着 区 域 D 的 边界 y 十 (x) 一 一 2 或 ?十 gx) -— a 的 部 分 ,我 
NE 


Ziy + Dl) = 一 2z|fx)| < 0, 


这 样 就 证 明了 系统 (2.7) RRE KARREG EG. 因此 ， 如 
果 条 件 4,b,c, 满足 , 则 系统 (2.7) 的 平凡 解 是 全 局 稳定 的 . 

对 于 二 阶 系统 稳定 性 的 会 究 , 一 般 说 来 , 是 比较 容易 讨论 的 ， 
其 原因 是 因为 其 相 空间 是 一 个 平面 , 故 可 以 进行 定性 的 研究 。 下 
面 进一步 讨论 三 阶 方程 ,我 们 将 对 一 些 具 有 典型 的 方程 进行 详细 
的 讨论 ,这 样 ,使 读者 能 更 熟练 地 掌握 其 处 理 问 题 时 所 用 方法 的 实 
质 。 

例 6: 研究 方程 

E -+ ax gx) t f(x) = 0, (2.13) 
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这 里 a 是 常量 ; 在 任何 自 变 量 值 的 情况 下 , f (x) 是 连续 可 微 的 、 
eG 是 连续 的 函数 ,和 且 p(0) = f(0) — 0. 
方程 (2.13) 等 价 于 系统 


£—y, 
?^z-——ay, | (2.14) 
ż = —]jf(z) 一 ply). 


其 所 对 应 的 线性 系统 为 
xy, 
ým z — ay, | (2.15) 
ž = —cx — by, 

对 系统 (2.15) 来 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 ,使 


dy 
£V E E E 
de |a» Cor dE 


根据 第 二 篇 第 四 章 公式 3.6, 不 难 算出 
V ar czy + Lyc Z, (2.16) 
对 于 非 线性 系统 (2.14), 我 们 作出 其 李 雅 普 诺 夫 函数 为 
V mal fa Gy elo Gay So. (2.16) 
这 个 函数 的 由 于 非 线性 系统 (2.14) 所 取 的 导数 为 
c Erelexi emis is 
Pro a 2O) p, 


我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 

定理 2.1: 如果 a > 0, HEBR] GO, e GO 满足 下 列 条 件 ; 
a. flx) 2 0, NM xcx 0l, 

b. a? 一 fc) > 0, Myx 0 时 ， 


c. Em W(x, y) = oo, 
这 里 


W Gy) m «fos + Hy + Pedy, + = C+, 
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a» ils 


那 末 系统 《2.14) 的 零 解 一 了 = “一 0 在 任意 初始 扰动 下 是 渐 
Yr EXER. 
现在 来 证 明定 理 . 我 们 研究 李 雅 普 诺 夫 函 数 (2.16)', 亚 然 , 当 
y 关 0 时 ,有 <<0, 且 当 y 一 0 时 ,有 = 一 0。 首先 证 明 ，, 集合 
y — 0 不 包含 系统 (2.14) 的 整 条 轨 线 ( 除 零 平衡 位 置 以 外 )。 事 
实 上 .如 有 果 存 在 了 这 样 的 轨 线 x 4G), y 一 hG), ze hG), 
因为 h= 0, 则 从 系统 (2.14) 的 第 二 个 方程 ,就 有 HO) 一 0, H 
从 第 三 个 方程 ,并 考虑 到 条 件 时 ,得 到 gC?) 一 0. 
如 果 W 是 正定 的 , 于 是 是 s y, z 的 正定 函数 , 那 末 我 们 就 
可 以 利用 第 一 篇 第 一 章 定理 3.5, 下 面 我 们 来 证 明 W 的 正定 性 . 
显然 ,函数 六 可 以 表 为 
wiae, y) = CEU t ytG20P |, 4aF ODO) — PP) 
40 (y) 46(y) 
这 里 
FG) = fdr, 0o) = eG. 
我 们 指出 ， 当 ， ie 0 时 , 9(y) > 0, 事实 上 ， 因 为 f(x) 在 点 
RP IX AA EE PI NOS 取 正 值 , 而 从 定 
理 的 条 件 b 可 以 看 出 ,这 些 数值 不 超过 值 “29 的 下 界 , 这 就 保 
up VO? 是 正 的 ， 因 此 , OREN. 


下 面 , 我 们 只 要 证 明 , 当 zs 0,y 关 0 时 ,函数 
u(x, y) = 4aF 0 (y) — YFC) 
DEER W (x, y) 就 是 正定 的 了 。 我 们 注意 到 , u(r, y) 
可 以 写成 下 面 形式 
E " - ply) — f (x " 
s.) m reo [EÈ e 99. — re) usos. 


RIF b 保证 了 里 面 的 积分 是 正 的 ,可 是 又 由 条 件 a HH ulr, y) 是 
正 的 . 
TEAR W (x, y) 是 自 变 量 x. y 的 正定 函数 ， 因 此 ， 函 数 
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2 
V =w 十 二 也 是 自 变 量 r, ys z 的 正定 函数 。 


AI: 研究 方程 ， 
X talt p(£)-oex c0, (2.17) 
这 里 ply) 是 连续 函数 , p (0) 一 0。 这 个 方程 是 例 6 中 的 方程 的 
特殊 情形 ,但 是 正如 B. A. 清 利 斯 台所 担 出 的 那样 ,前 面 定 理 中 条 
T c 的 要 求 ,在 这 里 是 多 余 的 . 
定理 2.2: WR a77 0,0 7 0, EH PR Y 2e 0 Bf, BRE p(y) 
满足 条 件 OD > s, BRIE CIN 的 零 解 在 任意 初始 扰动 的 
情形 下 是 渐 近 稳定 的 ， 
为 了 证 明定 理 ,我 们 写 出 《2.17) 的 等 价 系统 
| £ey, 
yz. (2.18) 
£c —c0x — p) — az. 
显然 , EAR (2.16) 中 , 变 z 为 xz 十 ay, 变 fx) 为 cx, 那 末 
就 得到 了 对 这 个 系统 (2.18) fuz By E ETE CER t, RAARO 


y = s £deryd i (5)4y 十 febr. (2.19) 


FH, 由 于 系统 (2.18), 有 
ex lc 一 "E J 1 
y ( e )». 


s 


不 重复 前 面 定 理 的 推理 ， 我 们 仅 指出 , 系统 {2.18) 的 每 条 正 
半 扫 线 是 有 界 的 。 这 就 给 出 了 应 用 第 一 篇 第 一 章 定理 3.6 的 可 能 
我 们 取 如 此 大 的 正 数 ?1 ERN, 使 得 任意 点 Po Cro, Yo, 29) 位 于 
由 不 等 式 
Vel, ly| < (2.20) 
BrüXERSDUBRDV. TA KRDA AHK. RTH. 
过 点 有 的 轨 线 , 当 : — 0 时 ,不 离开 这 个 区 域 . 
事实 上 ,因为 V «L0, 那 末 , 轨 线 上 的 点 若 要 从 区 域 刀 内 离开 ， 
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N/ da AUS 


就 必须 通过 这 个 区 域 边界 的 平面 部 分 , 即 应 该 有 这 祥 的 瞬时 了 ,使 
858 1»(02] =N, 
但 是 从 不 等 式 下 < 上 及 从 (2.19) 得 出 
— A21" s Fay «c VH. (221) 
如 果 y = N, 那 末 从 不 等 式 《2.21) 的 右边 部 分 ,我们 得 到 
z< =- aN 4 A2, 
如 果 y = 一 NN, 那 末 从 这 个 不 等 式 的 左边 部 分 ,我 们 得 到 
z > aN 一 /21. 
这 就 是 说 , 当 交 足够 大 时 ,有 


zsgny = 2 sgny < 0, 


让 此 得 出 , 系统 (2.18) 的 轨 线 交 区 域 了 的 边界 的 平面 部 分 自 外 向 
内 。， 因 此 系统 (2.18) 的 每 条 正 半 轨 线 是 有 界 的 , 这 里 所 引 迁 讨论 
的 上 方法 ,是 属于 C.H. 西 蕊 诺 夫 外 的 ， 这 种 正 半 轨 线 有 界 性 的 证 
明 的 技巧 , 是 很 有 意思 的 。 在 各 种 不 同 的 场合 常常 被 利用 。 为 了 
鸽 读 者 能 熟悉 这 种 手法 ,我 们 再 举 一 个 类 位 的 例子 如 下 : 
例 8: 研究 方程 9 
十 fr, xz) 十 寻 十 cx 一 0， (2.22) 
RE b.c 是 常量 , HNE BREE, KAX Cr, y) 是 连续 的 , 并 
HERT r 的 连续 的 偏 导数 . 
方程 (2.22) 等 价 于 系统 
£y, 
3-9 z, | 《2.23》 
à — cr — by — f(x, y)z. 
我 们 研究 其 所 对 应 的 线性 系统 


=y, 
rs i (2.24) 
£c —cx — by — az, 
对 它 作 出 李 雅 普 诺 夫 范 数 , 使 其 由 于 系统 2.24 ) 所 取 的 导数 为 
V = —b(ab — c)z!, 
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根据 第 二 篇 第 四 章 公式 3.6, 不 难 算出 
2V = (bz + ey) + bler + byY + elab -— e»t, 
对 于 非 线性 系统 《2.23)。 我 们 取 函 数 
2V = (bz + cy Y + b(ex + oy) 


ed (zs 人 f(x, y) ydy — ey! ) (2.25) 
TE29 EE SEE AE ER EC, 它 的 由 于 系统 (2230 的 导数 为 
Po-—Bb(bfx,y)-— c) t bey | A ydy. (2.26) 


x 
我 们 可 以 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 2.3: AE 5290, c > 0, MAR IC, y) 在 任何 自 变量 
信和 的 情况 下 满足 条 件 
a fG y) 


WRAZ (2.23) 的 零 解 , 在 任何 初始 扰动 下 是 渐 近 稳定 的 . 
现在 我 们 米 证 明定 理 。 WR, 由 于 条 件 a, 函数 下 是 正定 的 ， 
而 且 ,由 于 条 件 a X b, 导数 广 是 负 常 的 . 
我 们 考虑 由 不 等 式 
V(z,y,z2-—1, | 7 «N 
所 给 出 的 区 域 D. 
显然 , 区 域 吕 是 有 界 的 。 当 取 空间 的 任意 点 PC(xo, yo. zo) 作 
为 初始 点 以 后 ， 我 们 可 以 选取 如 此 大 的 数 及 NN, 使 得 点 站 位 于 
区 域 卫 内 ,这 个 等 价 于 不 等 式 
V(xo, Yo, zo) «4, lyol <N. 
HAP GG), yG), 0i WERP -EcY MES E- CIE SE 
E. RR8EELDC D 35 JRROSETEIBOAT y= +N 或 y — —N 离开 
区 域 D。 因 为 由 于 不 等 式 广 亏 0, 所 以 等 式 V (CO, yG), 202) — 
i 是 不 可 能 满足 的 . 
由 于 (2.25), 从 不 等 式 V(x, y, 2) <I 得 出 
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—A 1 cbzdey XI, 
X y 一 六 时 ,由 上 面 不 等 式 的 右边 部 分 得 到 bx < 一 <cN NT. 
而 当 y 一 一 NN 时 ,由 上 面 不 等 式 的 左边 部 分 得 到 5z> cN 一 W 1. 
这 样 一 来 , 当 六 足够 大 时 ,在 刀 的 平面 边界 上 , 当 y 一 N 时 ,有 
RERI =z < 0, 而 当 y 一 一 N 时 ， 有 不 等 式 y > 0。 这 就 是 
说 , 随 着 时 间 的 增加 , 点 了 仍 保留 在 区 域 刀 内 。 因 此 , 系统 (2.23) 
的 每 条 雪线 都 是 有 界 的 . 
因为 在 集合 = 一 0 上 (这 里 可 以 有 等 式 广 = 0), 没有 整 条 轨 
线 ( 除 零 平衡 位 置 以 外 ), 故 从 第 一 篇 第 一 章 定理 3.6 直 接 得 到 全 局 
稳定 性 . 
例 9 E. A. 巴尔 巴 欣 外 对 更 普遍 的 三 阶 方程 
无 十 olr, i 二 f(r, 2) —0 (2.27) 
进行 了 研究 .这 里 函数 gCx,y), f(x, y) 对 听 有 > E v 值 是 连续 
的 ,并 且 对 x 是 连续 可 微 的 。 此 外 ,还 假设 1(0, 0) 一 0. 
方程 (2.27) 等 价 于 系统 
E^. 
$c, (2.28) 
à e — jle, y) 一 plr, yn, 
我 们 作 李 雅 普 诺 夫 函数 为 


V =a Fie, 0)dx 十 f. y)dy 十 + 


ta P coc. y) — a)yay. (2.29) 
对 这 个 函数 的 由 于 系统 (2.28) 所 取 的 导数 为 
P = ay G0) — (Gy) e y 9E uy 


+ ag y) + ay [ÊE ydy, Qa 


0 0x 
当 我 们 引进 下 面 的 表示 式 
FG) 一 | fr Dar, OC, y) = P UG. — Ke, 0)]dy, 


* 2555 


Wy) = a fis Ode + 1G, ov 
= a F(x) + yf(x, 0) + (x, y), 
ur, y) = 4aF (x) Br, y) — y'P(x, 0) 
之 后 ,我 们 号 出 下 面 的 定理 . 
定理 2.4: 如 果 可 以 找到 这 样 的 正 数 a, 使 得 满足 条 件 : 
a. alil, y) — f(x, 01y >y 2 2 dy, TÁYe0HR, 
b. f(,002 >0, Mex, 


(0, y) 0, X yx ooi, 
c. uls, y) > 0, Mb xy = 0 E, 


d. plr, y) 2a, 
e. ôt <o, 当 ys 关 0 时 ， 
Ox 
f. im Ws, y) 一 co, 对 任意 固定 的 > 值 ， 


则 系统 (2.28) 的 备 解 在 任意 初始 抗 动 下 是 稳定 的 . 
Pox0,2:25j1801, PAV 一 0 不 包含 除 0(0, 0, 0) 以 外 的 整 条 
HR. EXE, WR r= G), y = ye), z m zle) ERA 2.28) 
的 整个 位 于 集合 尹 一 0 上 的 解 ， 则 应 该 有 恒等式 7 = 0, 由 系 
Jt (2.28) 的 第 二 个 方程 得 出 0) 一 2 六 一 0, 而 从 这 个 系统 的 第 
TOES HE GG), 0) 一 0, 由 此 ， 并 注意 到 定理 的 条 件 b, 我 
们 得 出 xD = 0 
下 面 我 们 来 证 明 , ARV ELEN, 因为 由 于 条 件 b, 当 * oe 
0 时 ,有 F(x) > 0, NERA 
r = g x 1/2 yir, 0) 
Ws. y) = a [E tu 
- y? Ix, 
+ [ec., y) TE | (2.31) 
是 正定 的 , HARTE c 得 出 袁 示 式 《〈2.31) 式 中 第 二 个 方 括号 是 非 负 
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Bg. 如果 x 关 0, 则 对 任何 y, W (x, y) 27 0, 如 果 * 一 0,7 关 0， 
则 由 于 条 件 b, WO, y) 220, 这 样 一 来 ,项 数 W (x, y) 是 变量 x 
E» 的 正定 函数 . 而 由 关系 式 (2.29) MAHIKA VETH r, 
y: z BEZAR. 
为 了 利用 第 一 篇 第 一 章 定理 3.6, 应 该 证 明 , 当 : — co 时 , 系 
统 (2.285 的 所 有 轨 线 是 有 界 的 , 为 此 ， 我 们 作出 由 下 面 不 等 式 所 
确定 的 区 域 D; 
val, |y «Nw, (2.32) 
对 任意 点 Po xo, yo, 2) 而 言 ,我 们 总 可 以 选取 足够 大 的 正 数 1 及 
N , 使 得 点 Palto, Yos zo) 位 于 区 域 刀 A. 
RiDë— PE, DUARDiICHASUE, M (2. 32) 的 第 一 个 不 
等 式 得 出 不 等 式 
(ay + zY «2l, (2.33) 
从 不 等 式 (2.33) 可 以 得 出 坐标 = 的 有 界 性 ， 从 不 等 式 Wee, y) 
<l, 且 由 于 定理 的 条 件 £, 可 以 得 出 坐标 * 的 有 界 性 . 
我 们 指出 , 通过 点 Po 的 轨 线 , 24 2 2 o NJ, a D, 
事实 上 ,因为 V «0, 所 以 轨 线 如 果 要 离开 区 域 DD, 只 能 通过 这 
这 域 边界 的 平面 部 分 , 即 应 该 有 这 样 的 瞬时 T, 满足 b . 
但 由 不 等 式 (2.33) (8 US SEDE SEIS N, yT) KEAS ARS 
z(T) = y(T) 的 正 负 号 相反 . : 
例如 ,如 果 y(T) =N, Wh (2.33) 得 到 
z*— aN 十 ~Z, 
AUR yT) = —N. 则 有 
z > aN 一 J2. 
这 样 一 来 , 系统 《2.28) BIER E TR P NIRE PS XUL DE t D. B SE LA 
相交 。 这 样 ,我们 就 证 明了 系统 (2.28) 的 轨 线 在 上 > 0 情形 下 是 
有 界 的 ， 因 此 我 们 总 可 以 利用 第 一 篇 第 一 章 定理 3.6, 得 出 系统 
(2.28) 的 卡 凡 解 在 任意 初始 扰动 下 是 稳定 的 结论 . 
(©) 变量 分 离 方 法 
研究 方程 5 
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z + e + gal) se 0, (2.34) 
其 等 价 系统 为 
z= y; } (2.35) 
y= —gGDf(G) — o». 
29 T lE UAE E EEVE ACER LEUR 2E IE 2 ERECRR LL 11D, 
寻找 形 如 i 
Ve F(x) + ly) 
WAR V, 由 于 系统 《2.35), 有 
D m F'GOy — P Ogil) + e], 
SEEK V 与 函数 VV 有 同样 的 结构 , 即 要 求 恒 满足 条 件 
FE Cy — Pee — 0. 


当 分 离 变 量 时 ,我 们 得 到 
E) _ Py)gly) 
fCx) y “ 


如 果 等 式 两 边 表示 式 的 每 一 个 是 常量 ,例如 等 于 1, 这 样 等 式 
能 成 立 ,由 此 立即 得 到 


FG) m Eres, oe m a. 
s | 
y 一 t fx)dx + 2, 


D = y POE 
* O) 


故 系统 (2.35) 零 解 全 局 稳定 性 的 条 件 为 
a. f(x)x > 0, 当 z* 关 0 时 ， 
b. gly) > 0, 当 y> 关 0 时 ， 
c. QG2y >o, M ys, 


å. [Car %, 当 je] -> co 时 ， 


* yd 
e F22 oe co, 3 |y] — co IN, 


下 面 的 方法 是 变节 分 离 方法 的 进一步 发 展 ( 参 帮 [111). 
研究 系 绕 


£ = >; ERACAR i SEN l, >, n, (2.36) 
k-t 


其 中 Aloo, > 9, ig, œ Of, 


"n 
of 7^ D damn, 2--],*«**,, 
m-1 


aim 是 常量 。 (0) = 0, pa 可 以 是 坐标 、 参 数 及 时 间 的 函数 . 
正定 函数 
v= p tc. 


它 的 由 于 系统 (2.36) 的 导数 有 下 面 形式 
六 一 2 pop 
其 中 i 
by. 一 l 2) (auPim + au Pa. 
这 样 一 来 ,如 果 
230 


me k=l 
是 负 定 的 或 负 常 的 , 则 广 也 是 负 定 的 或 负 常 的 。 KAA, NUR 
维 斯 特 尔 准 则 及 常 负 的 准则 (参看 [12], 第 47 页 ), 容 易 运 用 到 具 
有 变 系数 的 二 次 型 的 情形 ,因此 这 些 准则 可 以 顺利 地 应 用 . 
作为 例子 ,我 们 对 于 同步 电动 机 过 渡 过 程 方程 组 3 
AB : 
dt 


iey 


az = sin 0 — sin (6, + A8) — nAi sin (0 + A6) 
s | 


+ E( sin 20 — sin 2(0, + ^6)), 


e = ys sin (Uy + A8) — aA, 
z 
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作出 李 雅 普 诺 夫 函数 ， 这 里 ,是 常量 , AO 是 转动 角度 的 扰动 ， 
Ai 是 电流 强度 的 扰动 , 它 是 在 电动 机 上 由 于 去 掉 负 载 而 发 生 的 . 
在 这 种 情况 下 , 取 简单 的 单位 矩阵 作为 Ca;2), 得 到 


0 1 0 
(Pa) 一 |- 0 — n sin (6, + a»), 
0 nsin( + A0) —a 
这 样 -一 来 ， l 
dAÓO ' 
0 © 1l | 0 
di | i 
d. LI 
= =| —} 0 —g5sin (Os + A8) hi. 
dAi 0 wsin{th + A8) —a h 
\ di 


hlo) = h(AB) = {sino — sin(6 + A8)] 
-+ E[ sin 26, — sin 2(0s + ^05], 
fa) = hG) = s, hlo) = CAD = Ai, 


Ve N [ sin (Oo EM A8) — sin Oo 
+ E( sin 2(0, + A8) — sin 26))] 40 + 5 c Lu 

P = —a(AD, 

如 果 找 到 对 o, 而 言 的 适当 的 表示 式 , 所 提出 的 方法 。 在 线性 
情形 给 出 了 稳定 性 的 充分 必要 条 件 , 这 由 等 个 正定 二 次 型 ,用 线性 
变换 可 以 化 为 正则 型 ( 即 变量 的 平方 和 ) 得 到 ,这 个 方法 的 困难 在 
于 ex KIRE (pa) 的 选择 . 

(=) J. A. 沃 尔 克 (Waker) 及 L. G. 4HE (Clark) 对 


非 线性 自治 系统 给 出 了 作 李 雅 善 诺 夫 函数 的 积分 方法 各 


3 s 
d^x + gx, 2, st =) =, (2.37) 
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其 等 价 系统 为 


Xl X2, 
A277 X3, 
T (2.38) 
Esa d Yas 
n = gCat, £s 
积分 方法 的 步骤 如 下 : 
aH 
(D DANS An, f$ xa); 
Ox, 
OH 
Ər = n, 让 x4), 
oH 
8x, ues NE E 3 x.) 
ðH 
xn = gu, ? 1.); 
aH = r, + A. x, eet y x2), 
Ox, 
[o] 
这 里 hi =S [.9- gi, tt, Ys, Xa) ku. 
< Ox; 
oH 
(2) 9E 9H 4 
i Ox 
2 BH c fis 
Ox; Ox; 
UU RR (2.39) 
9v aH 
IL m bf, 
Ox, Ox, f 


fi 是 未 确定 的 函数 ,满足 
Əh f 


Ox; Or 
G) 2E BE die a. ocu OV dt. 
dt Ox, di Ox, dt 
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.. + (=e, ee a) PE, 


xi Óx, 
Z 为 负 定 或 者 为 负 半 定 ,来 确定 有， s fe 
(4) 用 方程 (2.39) 的 线 积分 来 确定 V. 


y = E BP t 0, .+, dz, 
*1 


de jh PAST za, 0, 77-0) dz, + --- 
"s OV 
wo E Gu rn rns 
961: 浇 虚 巴尔 巴 砍 中 方程 
ï+ atol) tieI, (2.40) 
pli) = 0—z = 0, fx) = Ir 
其 等 价 系统 为 
ži = xy 
$: = T3, 
站 一 一 43 — (x) — f(x) = gCat, X x3). 
(1) m = |2 gu, n, 15)dxi 


= (ds ae ~ p AE 
dx, dx, ; 
8. 
9H,, axa 十 pr) + fin), 
0x; 
H =x; + | EEN 12, x3)dx; == xy X; 
Ox3 Ox 
av _ OH df(xQ 
—- = — + -— E 十 E] 
(2) p 7a Acus f 
a 
av im 3H 二 h = a; 十 plr) -+ 1x1) 十 fz 
Or Ox, 
oV oH 
— s — + -— -全 十 
0s; ru fs X3 4X3 f3» 
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9f, = 9f; 
这 里 x; Bx; 
dv _ OV ds , OV ds, V OV dx, 
e» dt Ox, di Ox, dt * Ox, dt 
= (a Aa dh ) aa t Cn + e + Ke) 
+ fhr — (xs + arz fans + e 
+ fo 一 — aix; 一 axi Cni) 
CE gx ) _ dí(xi) 
ZIP ro. D| + sl e nh 
TR flax ST qG;) F f», 
如 果 假 定 
á plr) df(n) -0 
X3 dx, 5 
并 选取 
h - a fn), h x diXi, fa = 0, 
则 有 
W g [eG Lai) 
dt Xj dx, 
是 常 负 的 . 
(4) 下 一 -| PONE E sis 0, 0)dz, + N Ps (x, x1, 00d, 
+ pr E Cu, A, x3) dx; 一 和 afr dx, 
+ [P EGD + G2 + ean 
+ [P Car + sen = a, k KV av 
+ pan + efla) + T did e ans 
十 PE 一 E (aux; + x)? 十 fe plu)du 
+ fC) + a [fn 
IRAE a > 0, LE > 0, HLN r co 时 有 7 -~ oo, MA 
1 
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统 (2.40) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 . 


(2410) 


$02. 考虑 
天 十 bx d (x d- ci)" — 0, 
首先 将 此 方程 写成 
€, t, 
4,7 x5, 
ži = — br; 一 (x, + cx)” mus -g(n, Y. 13). 
Oil 8 
《1) Bx, mA, =| | Bun ECx Tas x3)dx; 
= [» (xi 十 cx"! dx, 二 (Ca d- ex)", 
8H =m bx3 + (x, 十 crn)”, 
ðr, 
BH. x3 十 (2 iG. x, x3)dxs = 33 + btu 
01, Óx; 
ov 
(2) 99 LL (ur ex) hs 
Ox, € 
8v 
— = brn + (n 十 cx)” + fis 
6x; 
v 


= ry 十 br, + fs. 


dV OV dx OV dx OV dx 
3 —— mu 上 十 s. Ed + — g^ 
9 dt Ox, di Ox, dt Ox; di 


一 x, |+ (x, + cz)” + t| + nlr 


+ (x, + 6x2)" + fl — [br 
+ (x 十 cx)” ] Cx; 十 bx; 十 f3 


一 (+ 一 b) xax, + exp” — bax + xafh 
c 
+ zf — hlr + Qn 十 cxa 2"). 
如 果 取 
h= fis 
。264 。 


h- [一 十 lj. ut 
B= |- + t. d. 


xxm rie f 一 É 
xj 


Bx;” 
Wij 
J5 (+ B 2 xn, 十 ex)" 一 baxr 十 xfi 
dt € 
1 A 
+r [一 F 1j. 十 i 
O petant 
=- (s=) a ss efie ufi 
F4 [4 
— fi[£xs + Cr, ecx)™]. 
如 果 取 
f; 0, 
Í: M 2 Tzs 
€ 
f;—9, 
MdL, 则 
[^ 
pyo---xi (5 =t 
[^4 
是 季 负 的 


(4) V 一 ex (n, 0, 00 dx, 十 Nd NS tz, 00dx, 
42 


zr ov » 1 
T x Ox; (x, x2, x3) dx; = E — xfdx, 


eflec eta] 
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+ jn m bx; 十 (-» d L) alaz 
1 EM 1 十 1 
人 十 一 一 一 一 ~ za 十 cr)” 
c (m 4-1) : € (m 1:07 i 
eL(semyallue-ia, 
2 2 


如 果 ec 0, m ERR, Bo» 二 。 则 系统 QAD 的 平凡 解 是 全 


例 3: "ik 
EZ = Ex, 
"— (2.42) 


X, —3xix; — 2x; mm 6x,xj E xi 


(y BU 5 P. eCa, ms nin = | (6x25 + 621 + 33D de, 
xi 


= 6x1x2x3 十 21} + 3xirz， 


oH =a 3xjx3 十 2x; + 6x,xi + xl, 
ðr, 
9H =r + (2 £ (zi, X2, 1,)dxi = z3 十 3xin 
Ox; Ox X3 
Ov 3 2 
(2) ~ = 6x1t2x3 十 2r} 十 3xix; + fis 
Ox, 
Ov. = 3xix, 十 2x; + brii d- xi t fo 
x; 


rd za y, 十 3rix 十 fs 


X3 


(3) aV |, OV da, EN OV dx, 十 BV dx, 
dt Ox, di Ox, dt Dx3 dt 


Z 
e ay ap oe zc Gai + 22 + ni 十 ri) 
Óx, 0x; 
ay 3 1 
x S e (6x,xjx; 十 2x3 + 2xdx; 十 fis 
z3 


+ (3xlxs 十 2x 十 bxh b xb fats 
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— (x4 + 3xix, 十 F9 (xix, 十 fr, 十 6x, xi 十 xD) 
= (brx — 9xixj)xs + (2x1 — 18xjix; 一 321): 
— 3xíxi + rfi + rafı — fi(3xixs + 2r 
+ 6ra t r). 
如 果 取 
一 (一 2x3 十 18x3x? 十 3:1), 
h= (briri t 9xix), 
太一 0， 
Jl V = --3xixivmRÍÁATBÉJ. 


QW ve [27 6,0, 0) 25 + 27 G0) dn 
9 Ox, 9 Or; 
* MN (n, x, x) dx3 一 L 《23 十 3xir2) 
0 Ox; 2 
1 z 1 4 
+ (5 +i], 


这 是 全 平面 正定 的 李 雅 普 诺 夫 函数 , 故 系统 《2.42) 的 零 解 是 全 局 
渐 近 稳定 的 . 


$3. 具有 分 离 变量 的 任意 阶 非 线性 系统 


的 全 局 稳定 性 09 
研究 自治 的 向 量 微 分 方程 
x —f(x) (1(0)= 0), (3.1) 
这 里 f(x) 有 如 下 形式 
| 25 mc», 
f(x) 一 
| >) fai) 
SEWRG.ID 写成 系统 
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dxs 2 "29 PR rra n 
de 2; fal DA 1, s”, (3.2) 
如 果 f(x7) 是 线性 国 数 , 即 


ji = asti, 


那么 系统 (3.2) 的 去 解 的 全 局 渐 近 稳定 性 的 充分 必要 条 件 是 系数 


矩阵 
[- sis 3 
的 所 有 特征 值 具 有 人 负 实 部 ， 
李 森 订 给 出 了 非 线性 系统 (3.2) 的 零 解 全 局 稳定 性 的 充分 条 
件 , 下 面 介 绍 他 的 工作 . 
设 常数 
0 一 上 上 


定义 函数 
l a8,, =] x 20, 
gx) 一 E PETS (3.3) 


定理 3.1: 设 f, (x;) 连续 , 并 保证 (3.2) 的 解 的 唯一 性 ， 
f4C0) Ez! 0, 且 存 在 ex.) 使 有 


DAEAR EDEA M x; 0, jal, "有 《3.4》 
s=l 


W (3.2) 的 零 解 为 全 局 稳定 . 
在 证 级 定理 之 前 我 们 先 指出 以 下 事实 , 如果 我 们 固定 
x; = xj 9e 0, HIER FB x, Gr 0c D 变动 ,那么 和 


2 go foi Ga) 


显然 最 多 有 a — 1) 个 不 辐 的 负 值 ， 这 是 由 于 当 x, 96 D) 取 种 
REEL] ,而 pC) 只 可 能 取 a, 或 — 0... 所 以 我 们 得 到 


pF) 十 之 gu S 一 和 (xz < 0。 (3.5) 
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X: EAR 

V(x) = V(z,, tre, 22 = PXT ters, (3.6) 
rH (3.3) 知 pe 人 zx 27 0, H x, Æ O EE EL V G2) 28 r o xs 的 
ZZPBUCAGEREBASE, 而 VOX) X tis tea £n OARA, 改易 知 Ge) 
为 +，"… ,xz 的 连续 陋 数 ， 

RTI EE (3.2) 的 任意 的 一 个 非 零 解 

0) [xGo; x^, 4) = x" x 0], 
首先 我 们 要 证 明 
V[x(z x, D] < V(xX?0), MD (3.7) 
因为 由 方程 (2) 
dx, 


= fa bon fu mu, iml, un, 
dz b 


故 . 
ll s adl 
lim FACE x Ny, *, 一 了 
tto t— fo 
故 对 任 给 s > 0, FESSO, M mr IS e |t, 
有 


0 
f 


. x! 
1 


£ — r 
Bii 

z(ixX.:)-—3G33-4,4-)0— 3G). (3.8) 

xA X5, 19) 29 x; d- (0, EU — 8). (3.9) 


而 当 x,(5 x5, 19) 之 0, B pu Cx Gs x^. 70)) 0 a 之 0. 由 (3.8) 有 
eux Cs x, 1) J xsl; x8, 8) eulx Gs x6, 1s 
+U + EX — plz x n. 
24 als x^, 6) < 0, Vll pu Dr; x, 421 = —5, 0, 由 (3.9) 有 
polirke x^, o) lets x, 19) < eu x Cs x, 9) 125 
+ ,-— ENC — se, x, Cs x, 10)], 
Bit, KARARTAN Ce, 一 te) 
pilas x^, 19) lz Crs x^, to) uns x^, ta) la 
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+ (L + SC — tp [rts x^, 42], 


Vix x^, 10)] < $3 eboGs x^, to) lx? 


十 G —5)», e. Dx. Cs x", 19) lG, T 8;). 


由 于 rC x, t) Ar ZEREN, KE x25 0. NZE to Mi Vr 
Kt a, 10) 0, MEER 5, ERA omo: S at j, EAE 
5 E 好 的 正 负 号 与 相应 分 量 x;(i; x, 8) 的 正 货号 一致 , 即 

gi Gus x^, 10)) 一 o;GD. 
而 


D) ednG: x, 5))5 — D) o Ur Gi x^, 8)] 
£-1 


£1 


x Ef x) i 122] 


- 2 b gl x, Ges x?, to) lfl) 


i=] £-1 


= 5) | e6DhGD 十 eins x rM GD. 
i=1 fH 


< È kGD. 


《这 里 和 号 是 对 所 有 x26 0.7 i RUSO. 


V[xGs x6, 8)] — 2, eG d G4 


x[- Xi«en + > exse wD}. 


M RGD > 0 为 定数 , 且 e 可 以 任意 小 ， 又 Dn Gs x, 81 有 界 
G Ba EI n). Ae ap iem £i. 使 


— D uD 十 Si en: x, n) e; < 0, 
了 tal 
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因此 ,在 在 了, 使 得 
了 [xi x^, 0] «V(xD, zt: T. 
CFIEEREBH, 对 任何 上 > n, (3.7) 式 均 成 立 。 用 反 证 法 。 车 
《3.7) 式 不 成 立 , 则 存在 点 之 t, 使 
V[xCis x^, to)] < Vx'), MA qo or m fs, 
V[xC5; x, 19)1 = V(x), 
BT Vix(Ss x, 10)] 为 + ZERAN, KE Go 0D 内 存在 ,使 
在 Le, 1 E, V[x(z; 20, 52] 有 最 小 值 
Vix(4: x^, 29)], fo — t — 5. 
我 们 设 
x = Xa: Xn), x(t5 x , 5n) = xix , to), 
如 前 推出 
V[xCGs x, 42] = V[x(t: x'; £0] « V(x), +, 
此 与 V[xCh; x9, 801 28 I MEC T8 FT, (3.7) ARA. 
iii = min (4, 50, 1 = max (CEAT 
MRR V Dae (5:25, 10)] G e 26 12 d c RR A ELLE 13 
出 : G2) 的 平凡 解 x= 0 是 稳定 的 ,这 是 因为 


lxi x^, t] < y Vx; x, 10)) 


< T V(x(t: x, 10)) 


只 要 我 们 取 
PIES OREL 
A" n 
从 这 个 合计 我 们 可 以 得 出 解 rC x, to) 对 1 宇都 是 有 界 的 结 
论 ; 极 限 
lim VIx(Cs X, 10)] = Vo 0 
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存在 。 
因为 解 有 一 个 非 空 的 2 极限 集 ， 改 也 存在 一 个 RR ELA 
xo(t， 并 且 这 每 个 回 定 的 “我 们 可 以 找到 一 个 单调 增加 的 发 散 序 
列 ín), 使 得 
lim xlt xX, 5) = xlr), 
也 有 
lim V[xCns x^, 10)] = F lx]. 
因此 ,对 所 有 1, 有 
Vix] = Va. 
AH G) = 0 及 Vom 0, RAAZ Vix x*, 2] 沿 着 每 
个 非 平 凡 解 是 严格 减少 的 ,直接 得 出 
lim x5 x’, t) = 0, 


定理 3.1 证 毕 . 
例 : 当 n = 2 时 , (3.2) 为 
em fala) + fad, 
(3.10) 
dx, 
A Gn) + falai). 
设 常 数 a, > 0, 5, 2 0, $72 1,2. 
定义 函数 
21, 当 *i 之 0， 
[AC 一 Do 当 n O 
4, 当 X1 之 0, 
pax) i . M oue. 


RAZ (3.10) 满足 定理 3.1 的 条 件 , 取 

VG, xi) = gx) 十 oix, 
有 V(0, 0) mS 0, V(x, x) > 0, ES X1, X2 不 同时 为 零 时 ，、 BEER 
无 限 大 性 质 ,实际 上 
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aux, ay cc, P290, 20, 
Fx es —bx,-bax;c,'— nl, n, 
一 有 xi — bxc, 4$ «0, r-«0, 
ax, 一 by mce, zz, xe 0, 
对 不 同 的 “而 言 :以 上 定义 的 (ri rz) mm < 为 围绕 原点 的 一 族 闭 
曲线 ， 每 条 闭 曲 线 由 四 条 直线 l 
组 成 《如 图 3 所 未 ), 如 果 euo po, £) 
cz, 则 V(n, x)-20$ 
UENEN 一 ca 
ERA. Reh (=t, 2) 
Jj ro ww 时 通过 点 e = Cei, 
E3ES MERE 增加 时 Vx, 人 z; 


x, n) 不 断 减少 ,最 后 趋 于 零 ， 
即 系统 (3.10) 的 零 解 是 全 局 渐 ; 
近 稳 定 的 . " 


定理 3.2. 设 f(xi) 为 x; 的 连续 函数 ，fK0) 一 0。 并 保证 
(3.2) 的 解 的 唯一 性 ， 且 rfi «0, 26x; 2€ 0, 7 1, 77,0, 
并 存在 常数 a — 0, 使 
par 
fule) 
则 (3.2) ERA AREE. 
WE: RAE (3.3) 中 之 as 33 at, b, 换 为 n, RIS n; o0, 有 


> Prial) 7 p; lty (zi) + 5 REPIC) 
sml f*j 


<7 E : 。 
E $5,417 1,2,*:5:,0, $928 f, 


一 xs f(x -— CAED MER 
CLAE { i+ Dee } 


< lefu {~1+ 9] 


^ rj 


[A69] | feo [Y 
eG ern 


< leeu) l^ T 2; dli E) 


n 
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一 —2|lgGDf;G)] «9, 
帮 (3.4) 成 立 。 由 定理 3.1 邑 得 定理 3.2 的 结果 。 
将 定理 3.1 JARAH, 
x = Ax, A-—(aj), i j=l, "n, (3.11) 
得 出 了 使 矩阵 4 的 所 有 特征 值 具 有 负 实 部 的 -个 充分 条 件 。 
定理 3.3: iH 
aj « 0, 171,-*--,*, 
并 存在 oi 27 0, 5,77 0 (j 9 1, c. 02, 使 满足 下 列 不 等 式 


aj; 十 > qi (xo <0, 
. fei 


—bjagc D, eG) 7 0 (3.2) 
£j 


(posl, 9 0 8)s 
Wi jar 一 45,| 一 0 的 根 均 具 有 人 负 实 部 . 
证 : 我 们 用 *; 06 0 38 (3.12) 中 相应 不 等 式 , 即 


4 ox; 0, ajya;x; 十 25 qax; < 0, 
1% j 


当 r0, — bjajx; + >) qu x aj; « 0, 


£j 


注意 到 ex) dg Xa (3.3)), BE 
当 ri D, 有 >) pada «0, j71L,-:5,m, 


RU (3.4) 成 立 。 由 定理 3.1 知 系统 (3.11) 的 零 解 为 全 局 稳定 , 因而 
lag 一 261 一 0 的 根 均 具有 负 实 部 . 
定理 3.4: 设 在 (3.11) 中 有 
gu «0, jo 1, n, & 


na, 


p 
了 一 
> >S, 
8j 


a = max { max 
j= en Lr-l,-,8-1 


-274 。 


1 
1 了 98 一 了 
—— m= max max |—— 237. f, 
b Jal. — lrs e s LIT 


H52a2-0, Hl 16; 一 zr 一 0 的 根 均 具有 负 实 部 。 
证 : 外 假设 


zu", Bp 和 =a jsl, >si, 
ii di 
RE ER 了 一 上 
IoD s. 2], > il, 1. 
ji ii 


R a =a, bmg, sm], -ee n, W 
ajaj 十 D plaag S aag t Dleed lasl 


rij s%j 
= ai lanl -1 + tul 
136; 8 dij 
i-l n 4 
saaa Siu RE M enn 
aji r=j+1 4jj 
ja bi 
nel Sy Yun 
1-1 n +=j+1 n 
< olas] [1 zu 一 
t=j+1 n 
C a&b, 529 j, dM d~ zm p~) 
= silanl{—! PAE t E decr js 0, 
n n 
同 理 可 证 
— biay + 9, exo > 0, 
Àj 
故 (3.12) 满足 ,由 定理 3.3, 即 得 所 求 的 结论 . 
以 EMI 表 实 数 sj 的 绝对 值 , 作 行列 式 
fiis [23] T lasl 
A =a lanl» an BET lasl A (3.13) 


|an] | azn; ->t Ban 
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令 Aa 表 在 4 中 (六 元 的 余 因 子 , 例如 4 为 4 中 (13) 元 即 
las PIRAT. 

定理 3.5: RE (3.13) 中 之 4, Ay 满足 条 件 MAy 二 0 
Gf 二 1,… ,7), 则 方程 144; — 1864] 一 0 的 根 均 具 有 负 实 部 . 

WE 我 们 只 须 证 明 存 在 a > 0, h, > 0 (5 1, 7,02, 使 
《3.12) 成 立即 可 . 

4 TET 8, > 0, 然后 下 选择 足够 小 的 2 > 0 (5—2, 2,0), 
使 得 一 6145 一 814, — --- 一 544w 的 符号 与 一 5.41s 的 符号 相同 
(50,7, 5). F Aux 0, 而 dus 均 为 有 限 数 、 故 如 此 之 
ði, ::-, 0, 是 在 站 的 . 

作 方 程 组 

4104 十 AEN T 3:54 dalam! = .6,, 


ailan] 十 an 十 -二 aalam] = —), 


ae (3.14) 
aal alas H tt F anana = —9,, | 
其 解 为 
a= L (一 5 — ico ido 
(51, e,n) ' : (3.15) 


由 于 5 一 2 o, n) 的 选择 ,及 AA, 0,5710, n, I 
a, 27 0, SR b Sa GS l, -1 则 有 
45,4 十 5 AER, 2, S& ajd5 十 >: a,l a| = —B, <0, 


fj £j 
又 可 证 


—aaj t D, exa, > 0, 
i 


RRD (3.12) 成 立 , 由 定理 3.3 得 lay — 48,| = 0 之 根 均 其 有 负 实 
Sb. 
E *j ^c 0, 4 
fux. 
f) 


< dg G.,i—1,---,2) dH sj, 
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—i gu nl 
dz — l tte a 

4 一 | 了 "|, (3.16) 
in fa fes 


在 4* 中 其 (1,5) 元 的 傅 因 于 以 Addc. Pii 4i 735 (1.3) 元 即 
an RBIF. 
定理 3.6: 设 Ln 连续 , 00) — 0, 94 rj Se 0, wjfi(%i) 过 0 
(5, j=l, een), 并 保证 (3.2) 的 解 的 存在 与 唯一 性 , 且 AT 410 
(57 1,2), W GD 的 零 解 为 全 局 稳定 ， 
. 证 : 我 们 只 需 证 明 ， 能 找到 au > 0, b> 0 (s — 1, n) 
使 人 3.4》 成 立即 可 。 今 ATA «0, 故 由 定理 3.5 的 证 法 , 知 对 任 
给 5 > 0, 可 以 找到 3 > 05 — 2, 0), E 
aj(—1) 十 > aaj = — ð, 


TT 


其 中 


1 
a me C0 MESI SON) tet 8,A4t.) 0 G= > + 


并 取 b, — a, X BÀ xjo;(xD 7 0, vif (xi) — 0, BRA x; 56 0 时 ， 


gpfu(x)) «0 G=, n), 
而 


M» PLDC 一 o;Gfux)) 十 2 AER Gu) 
1:21 ii} 


< laldi h a + 2| ee] [62] 
< lp); E T 24 5 an} 


= |p Cria) £ lac 1) 十 2 aa 
9j * rarj 
[eif I(—5,) « 0. 


M ži * 0, i1, ttt, ik (34) IX y. 2j B (3.2) 的 零 解 为 全 
局 稳定 。 
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第 九 章 ” 有 广义 能 量 函 数 的 系统 


51. 能 量度 量 算法 


i^ 《Wall)*04 的 能 量度 量 算法 简单 地 可 以 归纳 成 下 面 六 
步 : 
第 一 步 。 将 所 找 写 的 系统 写成 一 阶 联 立 微分 方程 组 
a= F(x), ld xn, (1.1) 
这 里 x (xi, SÉ x,). 
第 二 步 。 将 方程 组 (1.1) 写成 如 下 形式 
dx; a F (x) 
dx;  F,(x) 


这 里 共有 二 n(n 一 1) 个 方程 . 


ji, (1.2) 


第 三 步 。 再 将 以 上 方程 组 写成 
Fi(x)dx,- Fi(xMx;, ji, (1.3) 
第 四 步 . 用 适当 的 代 换 及 加 法 , 将 以 上 方程 组 (1.3) 化 为 
w m ACR wx dr 十 zx)ax = 0, (1.4) 
显然 ,这 里 的 (x), c. wu (x) 由 (1.3) 中 axi 前 面 的 系数 决定 ， 
第 五 步 . 


V(x) = It. 0-.-0» dz, 十 MTS Ta, 0: -0)dr, 


deem RE ju usu xi, ttt, Xasis T,)dt,. (1.4)5* 


第 六 步 . REAS V(x) 的 全 导数 
4V a VE) 


8V (x) 
ate t EU. 
dt zn : xz, 
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= us Fx) 十 .十 A F.(x). 


由 所 得 的 V(x) 及 六 (xz)， 青 利用 稳定 性 的 有 关 定 理 ， 可 以 得 
出 系统 平凡 解 稳定 性 的 结论 . 
为 了 熟练 掌握 这 个 方法 ,下 面 举 出 三 个 例子 : 


9il. 考虑 方程 
€ 4$ — xf(x) = 0, (1.5) 
第 一 步 。 将 方程 (1.5) 写成 下 面 的 一 阶 方程 组 
ica - Fin, £1); 3 
i7 nf(r)— r = Fris +2). | Sm 
第 二 步 ， 将 《1.6) 写成 
Brel l4 (1.7) 


dx xfx) T £, 
第 三 步 ， 将 (12) 写成 
—GnfCGn) — rda + rdr = 0, (1.8) 
第 四 步 ， 由 (1.8) 得 出 
xn, xi) 一 flan) 十 xs 


wn, xj) -= X2. 


第 五 步 . 
y = | ur, 02e, 十 NOS Tic, 
E -位 nin), 十 T. 
= 一 nom da 
0 2 
第 六 步 。 算出 


dt n [m E Ox; . 
应 用 拉萨 尔 (Lassalle) BE 3E iB yk (Lefschecz) 的 定理 VII 2g 


一 FE rflr)dri > 0， 
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则 系统 《1.6) 的 平凡 解 是 浙 近 稳定 的 .。 
$i 2: Mer Qu" 


seg f eg-0 O, 
第 一 步 . (2) is 
» Xa | = F2); 
: : (1.10) 
dz; 


Won Nz) gC) = FiGi x). 
-第 二 步 。 040 写成 


E Xj LF 
P EE A (1.11) 
第 三 步 . 由 (1.11) 得 | 

[Goa + gla) ldx + rdr = 0, 
第 四 步 。 was za) =r + gla), wis xj) = xa 
第 五 步 . 


VG, x) 一 (mn, 0) dv, 十 [wes Tı)dt3 
£z 1 2 
= , EDan T em Xia 


显然 这 里 VO, 3 恰 为 系统 (1.9) 的 总 能 量 ， 


第 六 步 . 
所 以 ,只 要 满足 | 


@ [adn 0; (03 x90 时 ， 


© |; eari =o, oM x oo 时 ， 
® f(x)-9, 


则 系统 (1.10) 的 平凡 解 是 全 局 稳定 的 
例 3， 考虑 方程 
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attit trl, (1.12) 
第 一 步 ， 将 方程 (1.12) 写成 下 面 的 方程 组 
ži a, - 

£;— x3, (1.13) 
t; = — xig — tI — x; — x 


第 二 步 。 由 (1.13) 得 


CLIE 
dx; X3 
. dx x » 
uo ou a dan 
dx, M X2 | l 
dx, | — xixy-— x,4— xj— xi — 
BF. HKE (1.14) 写成 
Xadx1 — xd = 0, (a) 
xadxy + (aix, 十 za + za + rdr 一 0， (b) 
adra + (xixg + x; box, + rdx = 0, i | (c) 
由 (a) RE xad, 一 rid 代入 Co) 式 , 得 
zadra + (a} + ma) + Gn 十 xd, = 0, (d) 


H (b) + (d) 得 
(xz + xi)dari + (xixs + 224 Hon H xd + rda 
+ Cr t rda = 0, 
第 四 步 . KIE, wlx) = r +x, 
wx) = xix H 2x; + n aH a 
waa) = xs 十 x2.. 


第 五 步 ， 


Um |: Tdv, + INC 十 2r 十 cr, 十 KE + rdr 
— i Cu 十 xn) + i Gu 十 m: * 二 xi 


ERP., V m —xid 
HPLBEIRBOEXGNIOESS VHI2», 得 出 系统 是 全 局 稳定 的 . 
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mU Efe ,可 以 指出 ,这 里 所 作出 的 了 与 下 面 的 丙 素 有 关 : 
. 与 第 一 步 中 状态 变量 的 选择 有 关 ， 

. 与 第 四 步 中 代 换 能 选择 有 关 ， 

. 与 第 五 步 中 积分 线路 的 选择 有 关 ， 


w N e 


$2. 4B EEA 


斯 图 尔 特 (Stewart) n TRIB, ERR RAE A 由 
矩阵 式 子 表 示 出 来 , 这 种 矩阵 表示 式 被 称 为 算 子 变换 方法 。 现在 
简单 地 陈述 如 下 : 

先 考 虑 能 量度 量 算法 的 前 四 步 : 

第 一 步 。 将 系统 号 成 


x, Fi, 
jus (2.1) 
ts = F, 
第 二 步 . 
dx — Fi dx; -— F: 
dx; Fs dx, F, 
An dx, -— F,— dx,4 Ea 
dtaa Fao” dz, 
dx Fi dx, Fi 
dX; F, dx, F, 
E CUBE CE (2.2) 
dr, F,” 
dxi a Fi dei "uA Fy 
Axa Eu d, F, E 
die 一 Fi 
dx, F, 
第 三 步 。 


mm - 


m DP 


— Fdrt Fidx; 一 0， 


— Fix, 4 Fide, 一 0， 

一 F,dxi 4 Fux, 9-90, 
—Fyx, 十 Padzs 一 0， 
— Fdr + Fx o, | (2.3) 
— F dx, + Fdxs = 0, 


som 


一 Fudx 十 Pidxrs 一 0. 
第 四 步 中 算式 要 求 通辽 这 i n(n 一 1) 个 方程 的 代 换 及 加 法 ， 


化 为 一 个 式 子 (1.4), 沃 尔 曾 指出 ,选择 特殊 的 代 换 可 以 成 功 地 作 
出 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 因 此 ,这 对 决定 系统 的 稳定 性 是 非常 有 用 的 . 
算 子 变换 方法 可 以 使 这 些 代 换 用 一 个 直接 的 方法 作出 ， 但 是 为 了 
清楚 起 见 , 我 们 先 暂缓 对 它们 的 讨论 ,而 首先 考虑 方程 (2.3) 的 加 
法 . 
容易 验证 , 方程 (2.3) 的 左边 部 分 的 和 可 以 号 成 
0 Fidrz v5 Fadm, 


— Fax 0 e Fut, 
[i, tts 1] . " " 


IE 
: . (24) 
1 0, (24 


—F,dx, —F,dx; * 

注意 1: (QOO, AGAS[T,--. 11 的 作用 在 上 把 每 

个 列 相 加 ,结果 为 上 一 Fadxl 一 … -一 Radxzl c. Fide, 十 -十 

1 

1 
所 以 《2.4) 式 体现 了 《2.3) 式 左边 部 分 的 和 和 . 

注意 2: 和 矩阵 中 所 出 现 的 0 XR" rdr” de (2.3) 中 是 不 出 现 
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F。 dx。](*)。 然 后 在 右边 乘 上 | 等 开 把 所 有 (# ) 的 元 素 相 加 ， 


的 ， 
现在 我 们 不 难看 出 (2.4) 式 可 以 写成 


0 1 dx, 
| : |- 0, (25) 
dx, 
0 一 1 
令 T= | Ya, | (2.6) 


则 (2.5) 式 可 以 写成 


[Fis E 
—1 0 


F'T'dx = 0, (27) 
由 于 040, 上 式 可 以 写成 
wdx = 0, (2.8) 
这 样 ， 由 前 四 步 所 引出 的 w, 我 们 可 以 由 了 通过 矩阵 变换 直接 确 
定 
w= TF. (29) 
FREF ,就 是 以 前 所 取 的 积分 ,如 果 我 们 定义 一 个 特殊 的 
TRA iV 


P[à()]— 人 se。 0 0 (2.10) 


W C1.45* 式 可 以 写成 
V(x) = hiw t o Ie, (2.11) 
或 者 ,用 矩阵 形式 写 为 
V(x) = l'w, (2.12) 
将 (2.9) 4&A (2.11) 中 ,得 
V(x)-- ITF, (2.13) 


这 样 , 就 可 以 从 系统 直接 来 作出 李 雅 普 诺 失 函 数 。 这 里 由 第 一 
步 决 定 , 了 由 第 五 步 决 定 , 至 于 第 二 、 三 和 四 步 , 可 以 由 工作 一 些 
变化 而 得 到 . 这 在 以 后 次 进一步 担 到 ， 

第 六 步 写成 
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b RUE 


PG) em PED 十 十 4,8 89... (254) 
xı 


如 果 我 们 定义 一 个 偏 微分 运算 D, 


D,[4(x)] = Pra, (2.15) 
w (214) 式 可 以 写成 
P(x) = GD, t+ RDOVG), (2.16) 
或 者 ,其 矩阵 形式 为 
P(x)-—xDYV, (2.17) 
以 Q.D 及 (2.13) 代入 ,得 
P(x) 一 F'DV = F'DI'TF, (2.18) 


这 样 ， 可 以 直接 从 VCx) 或 系统 的 给 出 mee 
iis UMR n 阶 系统 为 


Fi(x) 
Fe| : | 
F,(x) 
则 
V(x)-ITF, 
V(x) 一 F'DI'TF, 
这 里 


FE r Ær (2.110) 所 定义 的 特别 的 积分 向 量 , DD 是 由 《2.15) 所 定 
义 的 微分 算 子 向 量 . 
以 下 我 们 作出 例子 ,怎样 作出 工 的 变形 ,以 便 得 到 李 雅 普 诺 夫 
p 
gi: 考虑 
£i? Xi : 
£7 xj | (2.19) 
= —(xi- 1) — x; — n. 
URS 
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y = 2 Qn t x + E (x4 十 5)! 十 5 xí, (220) 


y = (rmy. 
这 样 , 就 决定 了 系统 是 全 局 稳定 的 . 
但 如 暴利 用 没有 变形 的 了。 我 们 得 到 


0 一 1 一 1 Xa 
1 0 —1 Xg 
1 1 0j|[—QG1-- Dx —2 


一 i Ga x) i 《xz + x3, 


V = FTF =|, l, l:l 


V = 一 (xzaxrayz3 xi, 
5A V EREE, BAR V EAA, 仅 当 xaxa > 0, 这 就 比 沃 尔 方 
法 增加 了 不 必要 的 限制 , rr — 0. 
伍 如 里 取 


0 一 (xz 十 1) —V 
| 2 
1 1 0 
给 出 


V = T*F = E (x d n 十 i Cx 十 x3» 十 E 


y = —xixi, 
这 就 与 沃 尔 所 得 的 结果 和 相 一 致 ， 
在 线性 系统 中 的 应 用 . 
劳 思 - 赫 维 茨 条 件 已 经 给 出 了 线性 系统 全 局 稳定 性 的 充分 必 
要 条 件 , 人 们 有 理由 期 望 , 作 李 雅 普 诺 夫 函数 的 方法 可 以 在 线性 情 
形 给 出 劳 思 - 赫 维 茨 准则 ,一 般 * 阶 线性 系统 写成 
X= Áx, (2.21) 
这 里 4 是 常量 矩阵 
F = Ax. (2.22) 
将 (2.22) 代 人 (2.12) 及 (2.18), RITA BRERA RI E H g 
XR XR 
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V w- I'T Ax, (2.23) 
yo—xADV = x' A'DI'T Ax, (2.24) 
DS APPINRER.T RARER EEE, TULTE XC 
Q TA, 


(2.23) 式 可 以 写成 


Qu * Qn zi 
V = [l trea Ip] ereere : 
Qa T Onn Xan 


一 [1 777, 1,1 (2.25) 


站 


Qun edem Qt. 
使 用 单位 向 量 来 完成 求 和 , (2:25) 积分 后 其 矩阵 形式 为 


EX 0 .- 0 " 1 
Qux Qn p 2e Ü 
doi. Mp : |> (2.26) 
但 是 (2.26) 可 以 写成 
Qu 
2 
2 ô 
V =x Qn ^. " es uu 


On net Qoi Z Oun 
因为 了 是 纯 量 , 我 们 可 以 转 置 (2.27), 得 到 
Qn 
zl ... Qa 


2 
Vx Es : | x. (2.28) 
Qoan 
0 2 
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将 227) 式 加 (2.28) 式 ,得 到 

On e Qu 
bee see suis s | x = x Qx, (2.29) 
Om -2* Ona 
这 里 po TUM OEH IET BPERUOUÓR, AFERE CES Tf 
得 .所 以 Oo E— AREER. 

2P = x' Qox + x Qot 
x' A'Qox + x Ql x 


一 2(4 Do + OsA)x. (2.30) 
如 果 我 们 定义 
€, = —[A4'Qc + 004], (2.31) 
hj (2.30) 式 成 为 
2% = —x Cox, 


(2.31) 式 是 李 雅 普 诺 夫 第 二 方法 用 于 线性 系统 的 著名 关系 
A. 通常 的 方法 是 假定 Ce 为 最 简单 的 形式 (例如 是 单位 矩阵 ), 然 
后 解 联 立方 程 (2.31) KEE Qv 的 未 知 元 素 .Ce 的 适当 选取 保证 
T P 的 负 定 性 , 但 是 所 求 出 的 Q 必须 验证 是 正定 的 。 这 个 方法 
通常 是 对 低 阶 系统 而 言 的 , 随 著 n 的 增加 ,计算 量 就 增 大 。 并 且 对 
于 不 同 的 Co, 需要 解 不 同 约 联 立方 程 ， 而 算 子 变换 方法 允许 直接 
地 作出 Oo, 随后 算出 Co 以 上 是 介绍 沃 尔 等 一 系列 的 工作 . 

上 面 例子 已 经 指出 ,如果 7* 取得 合适 , 那 末 就 可 以 得 到 比 用 
了 时 更 好 的 李 雅 普 诺 夫 函数 .用 和 矩阵 了 , 体现 了 方程 (2.3) 中 每 
个 方程 对 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 时 都 起 了 同等 的 作用 ， 为 了 针对 具 
体 癌 题 能 得 出 最 佳 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 ， 必 须 表现 为 方程 (2.3) 中 
每 个 方程 所 起 的 作用 不 同 . 下 面 我 们 可 以 得 出 一 个 反对 称 和 矩阵 ， 
这 个 反对 称 殷 阵 中 的 元 素 ， 正 好 是 乘 在 方程 组 《2.3) 中 每 个 方程 
前 面 的 因子 (一 般 为 m%，'…，xr 的 函数 ). 适当 地 挑选 反对 称 和 矩阵 
中 的 元 素 ， 即 适当 地 选择 科 在 方程 组 (2.3) 中 每 个 方程 前 面 的 因 
子 ( 即 对 每 个 方程 适当 地 加 权 ), 可 以 得 出 较 好 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 。 
THEE n= 3 的 情形 ， 
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M su 3B, lo 一 1) 一 3, 故 有 三 个 联 立方 程 


— Fidsi 十 Fux; rum 0, D 
— Fadxi + Fidr; = 0. © (2.32) 
一 Fdz, + Fdxs 0, © 


如 果 将 (2.32) 中 的 国 + O+ 0, 可 以 写成 


— Fix Fdz D 1 
Fidzxs 1|70, 


[1,1, 1] | — Fidxi 0 
0 — Fx, Fux] L1 
gi 
0 i 1 dx, 
EFi, Fa, Fa] | 一 1 0 1 HE (2.33) 
—] 一 1 0 dx; 


如 果 在 (2.32) rh alx) X O + ax) X O talx) Xx 加 (这 里 
415 615 03 为 21, 23, x3 ARO ,可 以 写成 

— Fu Fida [U 1 
— Fsdx1 0 四 | 1]20. 


0 —Fyx, Fdal |1 


[ ax) , aX x), aX x)] 


B] 
0 a a| [dx 
[F,, Fa, F3] È 0 : 区 | = 0. (2,34) 
一 4 —44 0 dtz. 
0 —a a 
id T* = | 0 = 
fy à; 0 
(2.34) 写成 
dx, 
[ Fi, Fa, Fal T’ (21, 23, 23) M = 0, lt w = T*F. 
dxs 


这 样 一 来 ,在 方程 (2.32) 中 每 个 方程 上 所 乘 的 系数 a 可 以 体现 在 
iple T* 中 ,我 们 称 方程 (2.34) 为 加 权 公 式 . 
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当 # 一 4 时 ,一 (x 一 1) — 6, 即 有 六 个 联 立 方程 
tl PF, dr FP. dr F 
dx; Fj dxa Fy ds, F; 


dxi PF! dr F 
dx, Fy de, F; 


dx Fi 
dx, F; 
即 
— Fidri 十 Fdx; =0, Q 
— F adx 十 Fldxs =), Q 
— Fd. + Fidx—0,. (8 
4G X 14 X4 >- © (2.35) 
— Fadr, 十 Fidx; = 0, [C9] 
— Fadz; + Fidx, = 0, 人 
一 下 4dqxs 十 Fadxz4 = 0, 
如 果 将 〈2.35) 中 的 轩 古国 十 国 十 国土 国 上 + 地 ,可 以 写成 
—Fyuün Fidx; 0 0 | 
— Fadxi 0 Fldxrs 0 1 
— Fx 0 0 Fid 1 
[1, l, 1,1,1,1] : e | -, 
D — Fx Fdxa [tU 1 
Q — F4dx, 0 F;dx, 1 
0 0 — Fisdxs Fix, 
Bp 
1 0 l 1 dx, 
[F Fa, Fy, F,] `= 0, (2.36 
A E me i Oa) 
—1 —1 一 L 0 dx, 


如 果 在 (2.35) 中 a (0) X Q -Ha x Q a To) X © 
《 这 里 4; AE Xi) 7771.4 4. 的 函数 )， 则 可 以 写成 
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—Fjdx Fix, 0 0 
Fx 0 Fidx, 0 
Lala), a(x),***, a2] a N EUN i 
0  —Fidx, 0 — Fjx, 
0 0 —F4dr, Fydx, 
1 
x t a 
1 
1 
其 加 权 公 式 为 
0 A aza dxi 
[| 
77483 a D e$ dxa 
43 一 45 一 46 0 dx, 
* 
9 901 42244 
T* = —4 0 24 ds f 
Tar —4d4 D ag 
一 43 —85 —as 0 
上 式 态 成 
dx; 
n^ a 
[Fis Fa, Fa, FÀ]T 一 0， (2.37) 
x3 
E] 


ik w = T*F. BD (2.35) t: 82 EHE RO ARULA FE ABE T* 
中 ,对 一 般 # BE. OHRBEE T* 中 包含 有 二 G 一 1) 个 元 


泰 , 正 好 与 方程 的 个 数 相同 . 
$801: 考虑 方程 组 
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£i cx = Fi; 


£,- x3 Fz, (2.38) 
i = —(xi- 0) rn x; — xi — Fy, 
根据 加 权 公 式 
0 4 d| | dxi 


[Fi F;Fili—a 0 a| |dxrz 


0 ar a| | dx 
= [rz r3, 一 (好 + 1r; — x4 — xi] — ai 0 a dxi 
—d3 一 23 (0) dx; 


一 【一 aixza d aid 14x lén 
+ {a 十 a Gd 1s b xi + xnl)édr 
+ {ar + asildss, 
故 


ye IR aj(T,, 0, Ordr, 
+ | Lae, Orr 十 alri, Tas Os + xD 140; 


+ [^ GG, Xa) xa 十 a x1, Xis T3) ta] Hrs. 
在 最 简单 的 情形 ,可 取 m mm a, = 2, — 1, Wj 
V — Gc x) d Gs + a 


£ = —Gun)si — riei, 


为 了 使 得 在 M 中 不 出 现 一 (maza) 妇 这 一 项 ,我 们 可 以 取 ; 
g a I+ zi. 4j 77 ga mm l, 这 样 一 来 ,得 到 
Vc s Gies e Lii, 
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根据 这 样 来 选择 V. 可 以 得 出 系统 (2.38) 全 局 稳定 性 的 结论 . 
例 2: 考虑 线性 系统 
È F a + až + axo 上 0， (2.39) 
AGERREA 
41727 0, a; 2-7 0. aa > 0, 2;434,— 2, 7 0 
将 《2.39) 写成 方程 组 
元 5 = x, 
£793 (2.40) 


$379 Sayti 一 arta — 23Y3。 


0 A B| farn 
—h 0 | ldr | 一 0， 
—f: p 0 dx, 


这 里 因为 系统 是 常 系 数 线性 系统 , 故 可 以 取 AL, s 8s 为 常量 .。 
Lis 十 Bar, ad 23x) 1dxi 
+ [wi 十 par 于 axr 2x3) 1dxi 
iE Baxraldrs = 0. 


TUE CAS 


[xj 21. Tayi 一 1x1 — aara] 


Ve NETS us NC Ray 十 paata] dr 
十 MTS 十 Bralarts 
1 i 1 i 
xd E faixi + E (8, -+ Badri 十 Baxxa 


+ firra 十 i Pax. 


A = (B321 一 BA H (Fi 一 Baan) zrs + (Ps — Pass, 


dV 
现 要 求 rd i de (azas axis 
gt PR 


故 要 求 Pis Bao Bs 满足 以 下 方程 组 
+ 293 4 


af: 十 aO, 
8i 一 24i = 0, 


1 
bı — ab; 一 一 一 (4229 一 a1). 
4 


由 241) 求 出 


a 


2 4 2*2 
十 amx t TM xaxd — xi 
21 
iż ^ 0 
2 82 2 
E 1 (nei + ia 
=S Gais 2. x3) 2 2 p ? 2a 
0 la 1 
2 i 2 
要 求 了 为 正定 , 即 
P 
GQ 25902340, 
2 
2 
@ s (eu) ao 
a) az 


p aids 0 
p => aa, 0, 


9 
ai {aaz ay a} al 
G 2(253)—4 00-9, 
a2 21 8; dj dj 


H 4 

8183 8 

— 4.7 0 
aj 45 


即 
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x2 


Xa 


(2.41) 


ai ~ 
ES 0, 
a ( Ga | > 
故 共 得 三 个 式 子 
8; > 0, (D 
0185 > 0, GD 
a (a, — 2.) > 9, Il 
2; 
AV ERAR, 故 — 252 0, (V) 
dt 4; 


H CIV) & (ID, 8 a > 0, 
-再 由 D, 得 a7 0. 
所 以 与 劳 思 - 赫 维 奖 条 件 由 重合 . 


沃 尔 呈 对 变 系 数 非 线性 方程 也 给 出 了 作 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 方 


法 ,其 作法 与 上 述 的 类 似 ,这 里 不 再 叙述 ， 


数 : 


$3. 应 用 例子 


应 用 能 景 度量 算法 立即 可 得 出 下 面 一 些 系统 的 事 雅 普 诺 夫 项 


L. ž + f(x)—0, 


žm y. 
i 
( ? bes — f(x), 
ga E o 了 
A dy =f 


(3) —JGdx = ydy, 
(4) w = f(x)dx + ydy = 0. 


c) r- [cea = E y ponas. 
AS AERE ARS 1 rh BEY BEA EWEREUR GR UE, 
2. è t+ plè) + f(x) = 0, 


a) | 


xy, 
y —f()— 9), f(0)— (0) —0, 
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dx y 
1) —————— 5 
d dy  —f()—oQ) 


(3) (—f6G2 — ply) jdr = ydy, 
(4) w = (flr) + ply) )dx + ydy = 0, 


《5) 了 一 MN (fx) + e(0))dz + ydy 一 + y NO ; 


这 与 术 篇 第 八 章 $1 中 例 2 所作 的 李 雅 普 诺 夫 函 数 相同 。 
3. z + g(x) + g(3)f(x) — 0, 


X= Ys pC0) = 0, 
S p = —9(y) — gH), g0) > 0, 
O) 4 uL 

dy | — eG) — gy fr) " 


OG) 《一 ofy) — gG01IG2)dx = ydy, 


E ply) Ix dx exc 
( 2 1) ) PLE 


tts gQ uL. 
quee e 


(5) V = 人 jCx)dx 十 | dy. 


Brig aE TE d VELA ER SMEED ED HEB SEES VELA ERI 
相同 中 《本 篇 第 八 章 S 2). 
4. € — f(x, £) 一 0， 
ty, 
( ji = (x, y. 
dx Y 
or dy eyy 
(3) f(x, y)dx = ydy, 
(4) w = —f(x, y)dx + ydy, 


”一 一 x r 1 1 
G) r = — [1e ux ty. 
这 与 [9] HARFER ARBAR. 


* 296 * 


5. 对 于 同步 电动 机 的 过 渡 过 程 方程 组 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 
dA6 


- EX $5 
dt 
z. = sinOsy — sîn Cfo + A0) — nAi sin (8 十 AD) 
x 
+ ECsin200 一 sin (26s + A8)), 
dAi 


ns sin (0, + A0) — aA, 
dt 


令 A 一 Xi, $ £2 2. Ar 一 Tzs 则 芒 上 方程 组 可 以 写成 
dx 
de = *2 SA Fi 


Au = [ sin 6, — sin (Oy + x))1 + E( sin 26; 
[3 


一 sin(2 + 3)) — qx sin (B, + x1) = Fa 


b = gsin (05 + x1)z, — ax; 一 F, 


根据 加 权 公 式 
0 ay a| [dx 
[Fis Faos Fs] [~a 0 af |d: 
—a, —a3 0 dx; 
== (—aF;— aF,)dx; + CaF — aF Jdr 
+ (aF, as Fo)dx, = win, x2, Xa) dx 
十 watis xa, x3)dx3 十 wy, X2, x3)dzs, 


ye N wi(r1s 0, 2c + VP wes ras Odra 
0 ü 


*3 
十 人 tx, x2, ta]drs， 


可 以 取 a = 1,2; 2, 好 = 0， 


xi 
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得 出 
V 一 | 各 sin (Bo + ri) — sin 6] 上 [sin2(6 + #1) 
n 1 o 1, 
一 sin 20,])dv, 十 P xi + z xi, 


3X ^3 [131 中 所 得 的 结果 一 致 ,可 以 用 来 解决 稳定 性 问题 . 
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第 十 章 ” 右 方 为 二 次 多 项 式 的 系统 ”3 


$1.3i 4 


V.I 阿诺德 (Arnold)"? 于 1976 年 曾 提 出 如 下 的 间 题 如果 
一 个 向 量 场 是 由 具有 国定 次 数 . 带 有 有 理 系 数 的 多 项 式 来 给 定 . 那 
末 要 问 是 否 能 给 出 一 个 判定 准则 的 算法 ， 来 定 出 此 向 量 场 中 之 驻 
定点 的 稳定 性 9 众所周知 ， 这 是 著名 的 A M. 李 雅 普 诺 夫 所 研 
究 的 运动 稳定 性 问题 。 这 个 间 题 与 平面 定性 理论 的 全 局 定性 结构 
的 研究 密切 相关 。 阿 诺 德 在 提出 这 个 疝 题 时 并 没有 指出 这 个 问题 
已 经 解决 到 什么 程度 ,同时 ,他 仅 泛 泛 地 提 芭 李敖 普 诺 夫 定 理 只 解 
决 了 特征 根 实 部 不 为 零 的 情形 。 事实 上 , 在 李 路 普 诺 夫 的 著名 博 
十 论文 号 中, 不仅 解 决 了 特征 根 实 部 不 为 零 的 情形 ,而 且 也 研究 了 
特征 根 中 有 一 个 零 根 、 一 对 纯 虚 根 和 二 个 零 根 的 三 种 临界 情形 .在 
这 三 种 临界 情形 中 的 前 二 种 , 广泛 地 受到 了 后 继 者 们 的 重视 。 很 
多 专著 中 都 有 详细 介绍 ?1, 并 且 对 具有 时 淆 的 动力 系统 在 第 一 、 
二 临界 情形 也 作 了 很 多 研究 2 ,也许 由 于 第 三 临界 情形 难度 较 大 ， 
除 李 雅 普 诺 夫 原著 外 , 很 少见 到 介绍 与 研究 。 可 是 李 雅 普 诺 夫 在 
第 三 临界 情形 的 研究 中 所 提供 的 方法 ， 对 于 就 2 一 2 情形 完全 解 
决 阿 诺 德 访 提 问题 还 是 极其 有 益 的 青 则 为 了 使 我 们 的 理论 研究 
工作 对 广大 的 实际 工作 者 有 所 神 益 ， 用 简单 的 判定 准则 的 算法 就 
能 判定 奇 点 的 稳定 与 否 , 这 样 便 于 大 家 的 芳 查 ， 这 就 是 促使 我 们 
就 "一 2 的 情形 来 研究 解决 阿诺德 河 题 的 另 一 个 厌 因 。 
考虑 方程 
Z mas + by osx! 十 ary 十 y, 


dy (1.1) 
uo vt t dy + y -+ Pry + £s, 
t 
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WU p —(a +d), 9-24 —be, 
众所周知 ， 在 参数 (p. 4) 平面 上 ,由 直线 m 0, 4 — 9 RAR 
P |= 44 EET G, 4) SETEL RII AT EX ER CIRCLE 223 R: 
L 9 —90; 
H.p2-0,420,5 —44Q47-50; 
Ill. p 270, 4270, p! — 4g —— 0$ 
IV. p «0, 94220, p* —4q «05 
V. p«0,4 220, p? —44 77 05 
VI. p250, 4250, p? — 44 — 05; 
VIL p «0, 4770, g? -— 44 — 0; 
VIII. p -20, 42 05 
IX. 4 = 0. 

VATER II—V 和 两 条 边界 VI、VI 上 的 参数 值 , 有 关系 统 
(1.1) 的 奇 点 稳定 性 问题 早已 解决 。 即 当 9 03427 0,p-—O 
时 为 不 稳定 ; 当 p > 0, 4 > 0 时 为 浙 近 稳定 。 较 复杂 的 是 VIH 及 
IX 这 两 条 边界 的 情形 、 对 应 于 边界 VIE 上 的 参数 信 来 讨论 (1.1) 
的 奇 点 《0, 0) 的 稳定 柱 问 题 , 就 是 大 家 所 熟悉 的 中 心 焦点 判定 问 
题 ,这 个 间 题 理论 上 已 被 H. OH. BAR (Bayrm)™! 所 解决 , 但 
巴 乌 京 是 先 由 方程 《1.1) 经 过 平移 和 转轴 后 化 到 他 所 讨论 的 方程 
组 的 形式 : 


* 一 —1q4 — Ag 十 《212 + ho) En + Ap, 
(1.2) 


dn 
we + AE OA + XE — Mr. 


HB (02) 中 的 系数 AG 9 2,3, 4, 5, 6) BHIBLERU 2S RKA 
iE (12) 的 零 解 的 稳定 性 . 我 们 利用 巴 乌 京 的 方法 ,得 出 了 由 系 
统 {1.1) 的 系数 直接 决定 其 零 解 稳定 性 的 判定 淮 刘 之 算法 。 至 于 
AR IX 的 祖 形 , 那 就 更 复杂 了 ,因为 在 这 种 情况 下 奇 点 (0, 0) 是 
离 次 奇 点 ， 于 面 我 们 分 别 来 处 理 边 界 IX 和 边界 VIII 的 情形 。 最 
后 , BUS die AES OLD 的 系数 , 来 确定 系统 (1.1) 的 零 解 稳定 
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性 的 判定 准则 算法 的 表格 . 
下 面 分 别 讨论 9 = 0 Kpm o, g 之 9 两 种 情形 . 


$2. 4-0 情形 


考虑 系统 (1.1), q= ad — 6c 0, HRA C0. 00 为 高 次 奇 
点 ,分 别 讨 论 下 列 各 种 情况 : 

La =b=0, cx 4310, XNHXABNEBE:Z-0Xx 
d *x Q, 

(Hi) 4 — 0, c 5e 0, 这 时 系统 (1.1) 为 

P = aux! xy 十 wap, 

doa (2.1) 
de o6 E Pt Bry + Bay 


其 线性 部 分 的 特征 方程 之 根 为 两 个 零 很 ， 系统 (2.1) 经 非 奇 异 线 
性 变换 


=y (2.2) 
v e» cr 
硬化 为 

TE met Aè + Buv t Cih, 

z 

25 (2.3) 

desc Li) +t Muv t Ne, 
其 中 A = Bs, B=, c=, 

c e 


L — ac, M 0$, N-95. 
c 


关 江 系统 (2.3) 的 零 解 的 稳定 性 问题 ， 李 雅 普 诺 夫 本 人 已 经 
解决 , 所 得 的 结论 是 : 不 管 (2.3) 中 的 系数 怎么 样 , 系统 (2.3) 的 
零 解 总 是 不 稳定 的 噶 , 故 对 系统 《2.1) ME, 不 管 (2.1) 中 的 系数 
EAR, (2.1) 的 零 解 总 是 不 稳定 的 . 
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(ZL) d = 0, 这 时 系统 (1.1) 为 


r3 = ax? 十 awy + ay, 
t 


d (2.4) 
T m cx + dy + fir? + Foxy + pay 
首先 讨论 2 二 0 情形 ， 这 时 〈2.4) 的 线性 部 分 的 特征 方程 的 根 为 


丸 一 01, 一 4 过 0, 即 有 一 个 零 根 及 一 个 负 根 ,为 第 一 临界 销 形 ， 
由 


cxe + dy + £y) + Pry + Fay) = 0, (2.5) 
根据 稳 函 数 存在 定理 ,可 解 出 
y m u(x) = S Ci 好 。 (2.6) 
7396 T (2.60 代入 (2.5) 得 


ex d (3 en ) + pix? x (3 22 
T i=1 


BAD ut Y 一 0. 
Yr P 
A 以 前 的 系数 为 0, 来 定 出 c(i 一 1,2, 72, RO 
H c++ecd 一 0， 8S a---. 
ed £i Ea Bl 一 0, 得 总 一 一 症 ( 负 十 Poet 十 poc?)， 


站 


一 般 , 有 


k-1 
£2&-177 77 + p t£ (2 2 Ci€21)-1-i Jl E 
- i=l 


k—1 
E 77 一 4 leui t &(2 5 Cia E ck Jl. 
i=l 
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PER m3) 的 每 项 中 都 包含 o 的 因子 ,， 故 当 避 一 0 时 ， 
e, 00 (23). 


Z(x, 0) = ax! + orule) + egt n) 


= ox! + oux 03 23 Tao (x c;x! y 
“i=1 


i=l 
= Ayè + Au -+ haie 
其 中 


; ^ £ e 
uu Te ei M EE s 


1 1 i 
2 (ad — cda; + cio3) 一 73 Af, 
(APT = od: — cde; + da), 
A; 一 ac, 十 20530405 = l cadar — 2ca4) = = AT 


CAT = cA, Ai = do, ~ aca), 
A, = aes 十 aei 十 2056,65, 
根据 李 雅 普 诺 夫 定理 知 : 
(D 如果 AZ = 0 (D 4; 9c 05, 则 \2.4) 的 零 解 不 稳定 . 
(UI) UE AT = 0, Ay 270 (BI 4; — 0, 4,0), R] Q4) 的 
(I 如果 AT = 0, 4f -—0(B8]4; 0, 4,2205, JM (24) 
HUE EUR EGRE, 
(V) 如果 47 290 (HI 765 — 0), e; — 0(47 — 0), WR 
4-0, 并 且 所 有 4: = 0G > 4), 这 是 因为 
k-1 
Ago, = 063,22 十 us > Z6 €n-i-i, 
ns (t > 2) 


z 
A = C- F 03 > p Cili 十 36$. 
i=1 
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Ak AQ 23) 中 都 包含 cz 的 因子 ， 因 此 当 cj 0 时 ，4; 一 0 
(223), WI Z(x, 0) = 0, dit (2.4) 的 零 解 为 稳定 但 非 渐 近 稳定 . 

(V) AE AF —0,02€0, 4$ — 0,2, 56 0, 3X T 

A, = 0503 十 2056103 十 0561 — esci N 0, 

故 系统 (0.4) 的 零 解 不 稳定 ， 

(VI) a = o; = 0 = 0, 显然 (2.4) BUE E EE dH. HE dr YT fa 
E. 

VÀ EXERHE 4 «0 BUE. a > ort, AA QA) 的 线性 部 
分 的 特征 方程 有 一 个 正 根 , 故 系统 (2.4) 的 零 解 一 定 是 不 稳定 的 . 

2. c 9 d 0, a^ + 2€ 0， 这 时 叉 分 4 半 0 及 4 c 0 两 种 
情况 . 

( 甲 ) a m 0, 这 时 系统 (1.1) 为 


- == by + eux? 十 ozy 十 oy), 
1 


n (2.2) 
Wr Bx! 十 Bary + E. 
作 非 奇异 线性 变换 
{ =}, (2.8) 
系统 《2.7) 经 变换 (2.8) 后 化 为 
4" 一 Bi + Pup +p, 
dt 
(29) 


a m bu 十 agi 十 amut ar, 
即 化 为 系统 《2.1) 的 形式 , 故 系统 (2.9) 的 零 解 总 是 不 稳定 的 , 所 
以 系统 (2.7) 的 零 解 也 总 是 不 稳定 的 . 
(C) a « 0, 3X EC IRE C11) 为 
I =a gx + by t aux! + ory F syl, 
(2.10) 
dy 
D oe + pary + Bay. 
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UR 


间 样 系统 (2.10) 经 变换 (2.8) 后 化 为 
Ju s pyè + Pius + Fu, 
di 
de 
dt 
根据 对 系统 (240 的 讨论 ,得 出 如 下 结论 : 
(D Æ B= RE — fab + Bua! oe 0, W (2.10) 的 零 解 不 稳 
E. 
(D b B,-0 QE B, = ab — mba + ma, Bie aß — 
2), H. BB, < 0, Wi] (2.10) 的 零 解 不 稳定 ， 
CID # Bı = 0, B283 > 0, W (2.10) 的 零 解 渐 近 秘 定 ， 
GY) 若 B, — 0, Bz=0, M] (2.10) 的 零 解 稳定 但 非 渐 近 称 
定 . 
«A Zi B= 0, B= 0, B, 0, 8,92 0, M) (2.10) BERE 
不 稳定 ， 
(VID) # 8i = £i 8.0, Wl (2.10) 的 零 解 稳 定 但 非 浙 近 稳 


- = bu + av + ow + amv + avi, 


定 . 
至 于 4 之 情形 ,因为 系统 (2.10) 的 线性 部 分 的 特征 方程 有 
一 个 正 根 , 故 系统 (2.10) 的 零 解 总 大 不 稳定 的 . 
3. a! t £ 2e 0, cà - 2€ 0(22€0, 52€ 0, 69€ 0, 4 9 0), 
c ka, d= kb, INRA CLA) 写成 
r3 = ax + by + or t wry + wy’, 
dy (2.431) 
a kax  kby 十 Bir 十 Bary + By. 
其 线性 部 分 的 特征 方程 之 很 为 1 一 0.1 一 上 十 4 
( 甲 ) a 一 kh, 这 时 有 了 两 个 零 根 ,我 们 可 以 证 明 系 统 (2.11) 
的 零 解 总 是 不 稳定 的 , 这 是 因为 系统 (2.11) Ze dE EIER VE DIE H 
1 
T sh (2.12) 
v= 一 此 + y 
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后 化 为 (2.3), 但 其 中 


4 一 一 全 让 十 应 二 十 太 ) B = 一 名 


& ee quls 


e k 


c- (a) 
L = (ka BO S + (ka 82 (2) ee 
M 一 : te c£) uri + £2, 


N = — a Gi) gr 


对 系统 (2.3) 而 言 ,不 沦 系数 怎样 , (2.3) 的 零 解 总 是 不 稳 宏 的 , 因 
为 变换 (2.12》 是 非 奇 异 的 ,因此 系统 (2.11) 的 零 解 也 总 是 不 稳定 
的 . , 

(Z) a kb 0, 系统 (2.11) 经 非 奇异 线性 变换 


r =kr— y, 
v =y 
后 化 为 
= = ons + auv + ao, 
t 
f (2.13) 
P = C*u -bd*v + iu + Bluse iv, 
其 中 


at = (ka, — 8&5), a?  —I2R(kes — p3) + (ke — 821, 
e$ [Co — £D + kika — By) 十 Ko 一 8321, 
C* = —b,d* =a + kb «0, gt = o, BT = (— a, — 2has), 
8i = (æ 十 kæ, + £o). 
根据 对 系统 (2.45 的 计 论 , 得 出 如 下 结论 : 
(D E E, — (ka, — pi) — ab(kay 一 B) 十 aas 一 5) = 0, 
则 系统 (2.11) FERRE, 
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an Ez Ei (& E; = mh? — aa 十 aa? (BD Bj, 
E, = Cko — fi) — Z (kas ES 8)» E, = Ro — fa)» 


B. E;E, > 0, 则 系统 (2.11) 的 零 解 不 稳定 . 
(ID # E, — 0, E;E,- 0, 则 系统 (2.11) 的 零 解 渐 近 稳定 。 
(V) E11 一 0。，E; 一 0， 则 系统 (2.11) 的 零 解 稳 定 但 非 渐 近 
稳定 . 
(V) XE E, — 0, Ej2€0, E, — 0, E, 9€ 0, WRH (21D 的 
FERE. 
(VD) 3E ka = pi, ka= £i, Ros = pa, WRH OLD 的 零 解 
FUE [EAE ORE E. 
如 果 a t kb 0, 系统 (2.11) 的 零 解 一 定 是 不 稳定 的 . 
根据 行列 式 的 性 质 知 ， 上 述 三 种 情形 都 是 针对 行 的 性 质 进 行 
分 析 的 .同样 对 于 列 的 性 质 亦 有 类 似 上 述 三 种 情形 的 分 折 . 
4.a = b e c d — 0, 此 时 系统 (1.1) 为 
- = mr 十 ooty 十 ay = X(x, y), 
dy (2.14) 
ue 8s t pay + pay m Y Cey), 


假设 Xx, y), Y, 32 PARF, LRF 08 y m n, 
“r+ 足 够 小 时 ,有 
Xile, y) + YX, y) 0, 

即 K0, 0) 为 (2.14) 的 孤立 奇 点 , 则 有 下 面 结 论 : 不 论 (2.14) 中 
系数 怎样 ,系统 (2.14) 的 零 解 总 是 不 稳定 的 . 

证 : 因为 原点 了 的 指数 1(P) 为 偶数 ,并 有 

|ICP)| «2, 

BI (2.14) 的 原点 PCO, 0) 的 指数 为 +2, 0, —2, 因为 其 指数 不 是 
+1, 则 按 李 路 普 诺 夫 意 义 为 不 稳定 . 

4 一 0 的 情形 全 部 讨论 完毕 ,参考 表 A, 
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A A 


a FM tett =l, 不 稳定 
， [ea>0， 不 稳定 
2 万 一 0)- dici po (3D 
nd 0 (ER TD 
q 0 ， [>o TAR 
c=d=), a + 人 GEID 
> 0 GÉSHV) 
0,5 m UATE 2 
a= c= Hi 1 
d bx0 ( 接 表 V) 
8 b p c E d'SO b = 0 CREER ID 
b=d=0, 3+4 E TS 
—4- a* c 
aco, [50 CER VD 
e == 0 GERI) 
a 十 bkt, KAE 
a0, 530, ex pes 
c= ak, 2—5 
a+ bk«O (E SEVID 
| 十 有 xz 空 0， 不 稳定 
aX, 5X0, ex, 
dæ0, b ak, d = ck 
a + ke <0 (3s VID) 
其 中 | 
Ax, KAE 
ŽI A$«0, 不 稳定 
4i —0, [n 浙 近 稳定 


雪 一 0，[c 一 0， 稳 定 但 非 漳 近 你 定 
C,xO, 4% — 0, acd 不 稳定 
ai :s0， 稳 定 但 非 浙 近 稳定 
这 里 AF m od’ — eda, + cv, AF = cAi, 


a-—-L(&-55-5.8). 


AŽ = dæ, — 2cos. 


Bn «0, : 浙 近 稳定 
Ba; 一 E d — 0, RORE EAE AE 


as0， 不 稳定 
= 0 
spent mew Apad Xy H3ENDE Fog 


V0， 不 稳定 
E Bi B,0,270, 不 稳定 
a; p 


a 308 5 


B, — 0, 4B8,Ba>0, 新 近 稳 定 
B,B, — 0, [B; 一 D， ge de RO 
| TEE ay Td 
B&O, Bm o og, gage pipi Ro 
这 里 Bi RE 一 ba 十 Bas, B. ob — aba + oaq 
Bs af, 一 2bfi, 


Bex0, RAE 
表 "| pæ >D, 不 稳定 
b= 9, | 


BO, TUE 
an pe 不 稳定 


B,a,«0, 产 近 稳定 
bas =0, ps 稳定 得 非 浙 近 稳定 
fO, FRE 
8 o0, mi0, o 0, puts uoE 


8,D,«0, HIRE 
BID, zx 0, B, = 0, 稳定 但 非洲 近 稳 定 
| Dx, FAE 
Best mcer m pos 0, RERBA EU EE 


D,?«0, 不 稳定 
av | B.D,>0, 不 稳定 
D, 一 0， | 


这 里 Di= od — fib, D, = a — 5 D; = ad — fi^. 


wjFs<0， 浙 近 稳定 
aF 二 0，fuy 一 0， 稳 定 但 非 浙 近 稳定 
t a geo 59: 不 稳定 
S80, Fon lp = 0， 稳定 但 非 疡 近 稳 定 
这 里 F= cm apis Fa = ca, afh, F, = aps 


Faxs0* ”不 稳定 
A wsF,>0， 不 稳定 
FF 人) | 


— £s, 


E, 一 0， FE, <D, 浙 近 稳定 
EE.-0, (5-0, BARRE E 
| ED, KE 
Ext, o0. [7 S sad 


ESO, 不 稳定 
ZVI | iro 不 稳定 


这 里 


E, (Rei = ED S, Cka; m Baba + (Kos TE LALE 
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E, abt 一 F wa, 
E, = (kaz — fg) M 21 (kas — 85, 


| E, 一 R03 — £s. 

LAO, 不 稳定 
E32 : L,Lm0, FAE 

L 一 0， em 斯 近 稳 定 

LL, = 0, f 一 Q， 稳定 但 非 新 近 稳 定 
Lx, ARE 
L0, L,—0, 
cs pari 稳定 但 非 浙 近 稳定 

这 里 


L- (aS -&)e- (n &)& (st -&). 
Lı = E — Bk Bs, 
L, =k |a — Zp)— (a= 2e), 


$3. p=0, q4>0 情形 


这 时 系统 (1.1) 的 线性 部 分 的 特征 根 为 
L= + iy q = tib, 
即 一 对 纯 虚 很 的 情形 ， 巴 乌 京 的 方法 已 完全 解决 了 系统 《1.1) 的 
零 解 的 稳定 性 问题 ， 他 的 方法 是 这 样 的 ; 先 将 系统 OD 经 过 代 
换 
t es —ex cay, 
n = — hy 


人 = bë 十 az + Bain + Ban, 
(3) 
= 二 LE + Angy + Aos 


* 310 * 


然后 经 过 适当 地 转轴 ,可 使 情 保持 不 变 , 而 新 的 Ba 与 Bu 之 和 等 


TE HU ARDE (3.1) 的 两 边 , 并 置 z ov, 就 把 (3.1) 化 为 
= = —y — ha? + (2l: + 25)xzy + Asyl, 
d | (3.2) 


d 
A = x cux (A4 ry — ay, 


引进 极 坐 标 x 一 ocosp, y 一 psin o, E (32) 得 
Li eL — A3cos*p + (324 十 A cos^gp sin p 
dp 
十 (23 十 4 十 A) cos psin^p — A; sin qp] 
X (1 + o[1;cosp + (344 十 14)coszp sin 中 
— (345 十 Àj) cos psin*p — kesing] j~! 
md). os : si 
EFTE PR + PRa o, G.3) 
其 中 
R, e= Ale), R; - —A4(9)B(o), ica 
R, = (-D*A4(9) BCg)*7, (3.4) 
如 所 周知 , (3.3) 的 满足 初 条 件 p (0) = po UNE olp) 可 展开 
为 : 
p = (yi o, bi) + pir; (p, A) s, (3.5) 
其 中 vp, 1) 满足 条 件 
vy(0, Àj) =l, AQ A; sa. M & 之 2. 
以 (3.5) 代入 (3.3), 比较 ? 的 同 次 暴 系 数 ,可 以 决定 诸 v, 的 方程 
dvs 


e, LL —— es 2y wj Ra R; + tas 
dp dg 


see 


为 了 决定 系统 (3.2) 的 零 解 稳定 人 性 与 否 ， 我 们 作 后 继 函 数 ， 
PU, 2x) = pwi(2x , 1j) + oivi(2x, A) 十 
其 中 


*3ll« 


v2r, 23) =1, 

v(2z, M) = 0, 

vX(2n, Àj) = 95, 

vu, 1) v30%), 

vs(2r, Àj) = v; + 2,09, (3.6) 
ve (2x , À,) T v6? 二 p.09, 

vi(2x, À)—5 + v,06? + v396? 

valm, Àj) = DOR) 十 9,9)? 十 v5. 


(3.6) 中 


V3 = 一 As(Às n A), 


T 
vs = 77 hls 一 MG + 53. — 516), (3.7) 


p, = zy (As an Ac) C7 A34, + PH F AD, 


X. 6? 75 1, WEAR. 
注意 以 下 性 质 : 
1. Api Vui ^ e, 则 有 Pa = 0, 
2. jg v, = 0. = 2; — 0, WA slr, 1) 一 0 克之 2.。 这 时 
原点 是 中 心 . 
容易 验证 , 当 
为 一 可 一 0， 
à m 1 m 0, 
joe rx 
A, = àa + Sha — She = Ay, — 24i — M 750 
时 ,有 plpo, 22) = po, ELE R29 Hoo, 
因为 pCpos 2x) = po + Dap + te, WA 94 0, BD 304 一 
Ag) 7 0 时 , 对 足够 小 的 pe 而 言 , 有 pos, 22) < po, WAR 3.2) 
E93 RECO DELESGE s UR vs > 0, BD A (24 — A) < 天 0 时 ,对 足够 小 
的 po 而 言 , 有 olo 22) > ev, 即 系统 (3.2) 的 零 解 为 不 稳定 ; 如 


. 3125 


R A. 0,78 v. 0, MA o Coo 2r) = po 十 oo 十 .… .所 以 如 
BE As m0, v5 «0, BE 25 = 0, ACA, — AA 十 544— 514) < 0, 
对 足够 小 的 po 而 言 , 有 Coo, 22) < po, WRA (3.2) 的 零 解 为 渐 
近 稳 定 ; 如 果 s == 0, AQ. — le) Cha + 544 — 544) > 0, 对 足够 
小 的 me 而 言 , p 《po, 22) > po, 这 时 系统 (32) 的 零 解 不 稳定 ; 
如 果 4s = 0, 4 + 5i — 52 = 0, WA vs =0, M plpo，2x) 一 
po + Po + oe, PIEL As = 0,24 + 544 — 544 = 0, A;44(A5— ào) 
Chats + 24$ +D «0 时 ,系统 (3.2) 的 零 解 为 浙 近 稳定 ;如 果 
34 45 = 0, 24 + 544 — She — 0, An (A5 — 16)(— has + 242 + 23) 
>0, 系统 (3.2) 的 零 解 为 不 稳定 。 总结 以 上 结论 ,得 下 表 : 
X B 
; Mer 4)»0, BERA 


和 (一 入) «0, ERREUR 
A, Xs， 中 心 ， 
A Ns 一 A4 + 5A, — 52,)»0, 

| 稳定 焦点 


q»0j| 35? 
ASA, Raal 一 ANA + 5A. — 5A,) «0, 
4,0, 稳定 你 点 
E 一 9, 中 心 


AQCASA, 一 243 一 A1)20, 
a 二 0， 中 心 | 稳定 焦点 
2,0, [AC — 242 — A) <0, 
AD, 5 不 稳定 焦点 
A. 十 5A,— 
5A, — 0, 


7 0, 中心 
(3.8) 
其 中 5,05, 5 由 C3.7) RAH. 
以 上 是 从 系统 (3.2) 的 系数 来 判定 系统 (3.2) 的 零 解 的 稳定 
性 ,怎样 直接 从 (1.1) 的 系数 来 判定 系统 (1.1) 零 解 的 稳定 性 ， 在 
巴 乌 京 的 文章 中 没有 具体 给 出 ,我 们 下 面 先 将 系统 OLD 经 变换 
化 到 系统 (3.1), 然后 根据 : 1. Ba + Bw 二 0; 2. Bg + Bg 3€ 0, 
Ay + Au m 0i 3. Bn 十 Bg = 0, 4 十 4os0 各 种 情况 给 出 由 
RU CA) 的 系数 直接 来 判定 其 零 解 稳定 性 的 准则 ,详细 演算 由 下 
HAH. 
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ZEAR (1.1), HE p= —(ad-d) 0,5 - ad — bc >O, 
记 4-5. — 故 (1.1) BRERA ZABUE— PREIS Ram Ehr, 
xi (1.15 RE 
下 = 一 cx + 3y, 
a = hy 
后 ,对 所 得 的 新 方程 两 端 用 如 除 ,再 令 be m r, 即 得 


5 一 —5 + Aa + Anën + Aur, 


"i (3.9) 
de TE t BaB + Bën + Bag. 


这 里 
2a 


Bu 一 一 二 pb Ba me 
c c 


1 
8 PL 


1 a a 
Bam jag tatta], 


se 
An 一 Ld Caf P ca), 


zm d 2(a81— cai) Ag; — cu 
A | 1 + 28 — e], Ck) 


€ € 


1 a 
Ay 一 r1 Ics, TA ca) u 


+ (afi 一 ceo) 一 + (af; — e]. 


M (3.9) 进行 转轴 ,适当 转角 度 o, 使 得 新 得 到 的 Bx 十 Bu 一 
0, 这 样 就 使 得 (3.9) 变 成 (3.2) 
[Ey (2 xy + y, 
dr 
Dade + Cia Oy — y. 
其 中 
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一 四 = Ancoss — (Ba 十 d g)coscsine 
+ (Bn + 4o) coscsinzc 一 有 osinia， 
hs = Agcos'e + (A — Ba)cosasino 
+- (Ag — By) cosesin'a 一 Bysina, 
A, = Bacos'o + (Am — By)cosa sin a VE) 
+ (Bg 一 Aiu)cosesin?a + Aysin a, 
à. = (Bu +2Ay)cosa—(Ant2Bp)sing, 
ìs = (Ag —2B3) cosa- (Bn —24g) sino, 
下 面 就 来 回答 如 何 选 到 坐标 轴 旋 转 的 角度 a, [8 43 25 T2 (3.9) 过 
流 到 我 们 所 要 的 形式 (3.2), 然 后 就 可 应 用 以 上 介绍 的 巴 岛 点 鸭 
结果 ,这 里 分 两 种 情形 来 讨论 : 
L B4 + Bo — 0, 
(D 若 Aa + Ag = 0, 此 时 一 % 一 0, 故 方程 (3.2) 的 诛 
点 是 中 心 。 此 时 在 (3.9) 中 有 
A, = 一 420，46 一 An, h By, A = By + 243, 
AS = du — 2B, (3.10) 
这 已 经 是 具有 方程 (3.2) 的 形式 GR oa = 0), 把 Ap, Ans By. 
Bo 和 原 方程 (1.1) 的 系数 之 间 的 关系 (由 (# ) 式 决定 ) 代 人 Bot 
Bw = 0, A 十 Am = 0, BRE C.D 的 原点 是 中 心 的 关系 式 . 
(2) Æ An t Aal, GD PA 一 3 十 Mg 关 0， 这 时 将 
《3.10) REY LG 一 1，……，5) 代 和 人 (3.8)，, 并 利用 (# A, BU RT 
判定 (1.1) 的 奇 点 是 中 心 或 焦点 的 关系 式 . 
(I) Ba + Box 0, 
(04) dot ig 一 0， 比 时 方程 (3.9) 经 变换 
r = cs 


Ys 
后 化 为 
e. 一 —y + Bor— Busy + Bay, 
dr 
dy 


E = x + dq. — Aunry + daye 
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所 以 一 ja = Bo, 24; + à; = — By, A = Bn, 1; = Am, 2144-3 = 
— An 将 这 些 系数 代 人 《3.8) 式 ,并 利用 (* ) 式 , 可 得 判定 (1.1) 
(2) 4a 4g ?« 0, 
作 恋 换 i = č cos — ysin e, 
y = ğ sing + cosg 
后 , 系统 (3.9) 化 为 (3.2), 这 两 个 系统 的 系数 之 间 关 系 由 ( 关 尖 ) 
其 中 
Bude A 
1 
[CAw + Au) 十 《Ba + Bg]? 
_ 《Bam 十 Ba ; 
(An + Am) 
A. — l = —[ (4y + Am) + (B + Bg)']K 2c 0, EC ) 
中 的 2; RA (3.8) A, HAAA, THAE CL.) 之 原点 为 中 
心 或 焦点 的 关系 式 . 
综合 以 上 所 述 , RATTAR RE R RRE p= 0, g> 0t 
系 绕 (1.1) 的 零 解 的 稳定 与 否 ， 表 B 中 为 根据 下 列 情况 取 值 . 


zum 


3 


œ = tan^! | 


(3.9) 中 系数 满足 之 关系 表 了 中 A -—2,-, © MEE 
À. = B, 24, Y As = Bus — à; — Aio; 
A, = Am, 2A: + À; mE Ay 


1. Bo 十 Bo 一 0 


2. Ba + Bos0 -A, 一 Ba, 22, T A. = 一 号， A 一 — By, 
Ao + 4 一 人 À, 一 do, 24,4347 — 4. 

3. B + Bo -As = dugcos)a 一 【Bo + A )cos*asina 
di + Anad + (Ba + An )cosasinta— Basina 


ds = Acosta + (Ih, 一 By)cos*asina 
+ (A — By )cosasin*a — Basina 
À, = Bgcosm + (Ar 一 Bi )cos'asine 
~ (Bg — Bu)cosasin'a + Agsin’ 
| 2a = (Bu + 24,9)cosa — (A 十 ZBy sira 
| å, = (An — 2B)eosz + (Bı — 249)5ina 
! sina =el 
‘Bio + Bo 2.4 


— [CAio Any Bo By)*]-À —K 
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$4. 右 方 为 二 次 多 项 式 的 系统 ( 续 ) 


(一 ) 问题 与 解法 

在 前 面 已 就 方程 右 方 为 二 次 多 项 式 的 方程 组 的 稳定 性 判 据 ， 
即 ” 一 2 的 阿诺德 问题 作 了 完整 的 解答 . 

在 这 个 解答 中 。 有 关中 心 与 焦点 的 判定 用 了 巴 乌 京 的 结 环 : 
芳 虑 方程 组 


全 ry) y, 


(4.1) 
dy 
g TA + hay t a 十 《243 + 24)zy — ay, 
TC29 3 A6 fn 
x --p0cosQ, y= psing, (4.2) 
求 出 对 于 初 值 的 级 数 解 有 形式 : 
p= olp, 1) 一 2; piva ps M), (4.3) 
2 
其 中 
eY(0, 4) =l, v,(0, 3) = 0 (n>1), 
ap 
pCO, 1,) = po. 
巴 马 京 计算 得 
oar, A) 一 eh, 
vha, A) = A00, 
zf(2r A) = r4 + A0, 
vlnr, 1) = DPP 十 1,00, 
vs 2 ài) m rd 240 + D, 
va (2n, a) 一 POP 十 DOE + 000, 
Ca, à) = v5, d- v0 + 049 十 A80, 
va (2n, Àj) = VR) 二 556%) 十 D530R’ 十 0, 
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I k> 7 ux. 
ix R 
p, — z EEA n As), 


z = 54 s 一 A). 十 51s — 526), 


v, = 5 Ardal ha 一 A6) Css — 24; — AD. (4.4) 


这 个 结果 有 两 个 问题 : 

第 一 、 刀 的 符号 是 错 的 ,应 为 负 号 ， 这 在 前 面 引 用 时 已 作 了 改正 ， 
第 二 、 方 程 组 (3.2) 的 二 次 式 中 只 有 碍 个 独立 参量 l, la, 44, As, 
li, 这 是 因为 用 了 转轴 消去 了 一 个 参数 2 的 结果 . 

在 研究 稳定 性 问题 及 其 它 一 些 重 要 问题 ,例如 有 关 锥 尔 伯 特 
第 16 问题 的 极限 环 的 个 数 问题 方面 , 第 一 个 错误 应 当 改 正 , 否则 
便 会 导致 不 正确 的 结论 。 第 二 个 方面 必须 补充 , 即 求 出 全 部 六 个 
独立 参数 Az, Aa, Aas 加, Aas 加 的 公式 ,以 便 直接 应 用 ， 

这 样 就 提出 了 新 的 问题 。 在 解决 这 一 问题 时 , 还 需要 采取 新 
ADH. LERH w 的 符号 错误 长 期 没有 被 查 出 , 就 是 由 于 推导 
的 丁 作 量 很 大 ,很 容易 出 错 ， 为 了 解决 这 一 类 问题 ,我 们 开展 了 用 
快速 大 存储 量 的 计算 机 进行 微分 方程 公式 推导 的 工作 ， 下 面 是 其 
KER. 

(二 ) 六 个 独立 参 蝇 的 结果 

(4.1) 中 心 闪 0 是 焦点 ,为 盖 0 为 不 稳定 , a < 0 为 稳定 : 故 
IF REIS A0. 

具体 对 下 型 的 方程 组 
A, = y + (Lr LX + 2(L, — L4 — Ly)xy + Lay, 
^ (4.5) 
or La? t (Le + Li — Lry  (G—L)y! 
3f. 

选取 这 样 的 形式 理由 如 下 ; 
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(4) 六 个 独立 参数 ， 
命 
ipm LI — La, h= Ly — L4 — La, A. = La, 
hs — Ls, ha = — Lact Lt Le, à; = Ls— Lz, 
出 可 见 
Li 3 
Ls =C—hs, Ls = 1: + le, Lı = —Às — ła, 
忠 此 可 见 , 任 取 完 全 独立 的 六 个 参数 h, 43, Aa, As, os 35, 可 以 有 
对 应 的 参数 组 Li, La. La, Ls, La, Ln ZIA. A, 这 个 形 
式 是 车 一 般 性 的 . 
《2) 参数 的 反对 称 形式 . 
对 方程 组 (4.5) 作 举 标 轴 广 转 90°, 即 将 (x,y) mS Cy, 一 zx) 
则 方程 (4.5) 化 为 方程 组 


HT aeg (Lye Eye 
di 


-2(—LQc Lt Lory + Ls, 
» (4.6) 
= 一 xz + Lax! + 2(L, + Ls — Li)ry 
r4 


T (—L4 十 Liy’. 


Jg (4.5) 55 (4.6) 比较 ,可 见 只 要 将 参数 组 
Li, Ls, La, Ls, Le, Ly 依次 用 
Lj, m Le, Ls, — La, Las “LRE, 
亦 即 将 工 。 A C7 D" LL, RE On 一 2，…，7)。 注 意 到 坐标 轴 
的 旋转 不 影响 禄 定性 的 性 质 及 中 心 与 焦点 的 判定 ,因此 ,这 可 以 用 
来 泣 化 计算 . 
G) 关 据 的 简化 . 
利用 发 散 基 的 关系 ,对 方程 组 (4.5) 


8X(x. y) |, OYG. 3) op 一 2Ly = 0, 
Ox Oy 


可 见 Li = L = 0 时 ， (4.5) 为 中 心 ， 
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利用 调和 函数 的 性 质 


BX OX 

Qd ag mb 
2 

Br. Wy cs 
8s — Oy 


可 见 L; = L; = 0 Nj, (4.5) 为 中 心 , 这样 公式 可 以 简化 及 核验 , 
对 《4.5) 求 李 雅 装 诺 夫 函数 


F= F(x,y) = 2j File, ys Lj), (4.7) 


其 中 


Fix, yi L,) = I (x t y), 


Fix, y L) = >, firl Li) tyt, (4.8) 
k=0 


alLa) 为 L, 的 多 项 式 , 使 得 沿 (4.5) 的 积分 曲线 作 F, y) Xi t 
的 微分 
dF(x,y) F(x, y) dx 
dt 4.5) Or dt 
= VI(L)y! + VCL) y 十 VELO , (4.9) 
其 中 VCL), VGL), VUL 依次 为 Li Li] X SPUR ZU 
多 项 式 , 则 (4.5) 在 原点 的 稳定 性 性 质 由 下 列 判 据 所 决定 : 
VXALi) >00, KE, 
VL) <0, 稳定 ， 
Vali) —0, VL >D, 不 稳定 ， 
VL) <0, 稳定 ， 
VL) 一 VsCL;) —0, VELO 0, 不 稳定 ， 
VCL) <0, 稳定 ， 
VL) 一 Ts 人 iD 一 PCD 一 0， 中 心 型 的 定 。 
正面 是 VIL, VL), PD 的 具体 形式 ， 
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q 9F(x 7) dy 
(4.5) Oy dt las 


,为 了 以 后 写 得 清楚 和 方便 起 见 , 用 了 下 面 的 表格 形式 : 


这 是 两 项 


V, = (两 项 ) 


v, = QUI) 


.32]>» 


"EE -i -nN 
- 
~ 


Imm 
y 
| 


J 


-ono Nme Qaro 


利用 Vs = 0 URHE Vs BTE. BD 


P, — (14 项 ) 


Ls 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
1 
0 
0 
0 
0 
1 
o 
0 
利用 了 ;一 0, Vs = OBRUARTE, BAERE] 43 
L 
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果 可 由 前 而 的 


———— BÉ . E 
RE 


MH|T'*Oeo0onoununlococomuu--u:u-5elcoo—ccocoomoonnur-z£5 


CC 


人 
l 
0 
3 
2 
0 
0 
iU 


dí" —----—oco2oocooco2soco ll m = 


D 


anae E a 


y+ 


z 
PES 


OMS ISO ^ x an Y oJ d F. WS MN G^ de dn A NN MY Ol VS uS A oon In 

Cu P FB C59 wy (o NM C) M f m") CWX «5 Co c C C4 (WX C € CD C Pom rp c6 O r. N 
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WE oO 0 0 | 773—096 07 0 m ob OQ or r. OS re p ÉCQ^ o6 0 (QN OG ON "i C. Ny mn Ed 
MT 1 Fog 1 1 站 加 有 

| l gi 
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) 思 乌 京 型 方程 的 判定 
BUE SRL, 0, 则 得 到 巴 乌 京 型 的 方程 


] 


rin 


( 


V, 简化 而 得 . 


为 对 比方 便 ,也 可 写成 以 下 形式 
4 y — Ly? — QL, Ls)xy + Ley’, 
dt 
(4.10) 
dy 


D —xr— Lye + (UL, Ladey + Ly. 

fr (4.10 中 以 —y f&» 稳定 性 不 变 ， 但 得 到 (4.1) rh 2 
一 0 的 情形 . 

这 时 得 到 

Ta 一 一 i Ls( La— Le), 

Vs 有 17 项 ,利用 V; 一 0,， 可 化 为 

Ps = Vs] yw = T Ia irs LoL, + 5L; — 5L), 

V:A 74 项 , JB V: = 0 K Vs — 0, 可 化 为 

P, = Vil vov mo = — 2 LaLa La— LONGE — E1232). 


将 这 个 结果 与 (一) 对 比 ,可 以 着 到 Vs 5 rz ES, Pss v. IRI 
号 ,但 惫 与 访 反 号 ,经 验算 , 巴 乌 京 的 VY; 的 符号 是 错 的 , 应 予 改 
i. 本 节 结 果 揭 详细 报告 可 参 芳 文献 [34]135] [361. 
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第 十 一 章 吕 卡 提 方 程 定义 的 系统 


$ L in] EH B) ji EL 


Trí RRE, 陈省身 教 授 提 出 了 周期 系 
数 的 吕 卡 担 方 程 在 什么 条 件 下 具有 有 丙 期 解 的 问题 。 
设 有 一 个 吕 卡 提 方 程 
SL 一 AG Bly + C(x), (1.1) 
其 系数 函数 4 G), BG, C(x) 均 为 具有 周期 2= 的 实 连 续 函 数 ， 
要 研究 在 什么 条 件 于 ,《1.4) 具有 周期 2x OKE y = yl), HE 
研究 它 的 稳定 性 判 据 . 


$2. 必 要 条 人 和 件 


定理 2.1: 假设 方程 (1.1) 的 所 有 的 解 均 为 2z 周期 的 ， 则 系 
TURAE AC), BGO 及 C62 251379 2: 周期 的 . 
RAEMP 2e PEE BTE SITE IL) 
定理 2.2: 假设 方程 (1.1) 有 三 个 解 其 有 2x Rai, MR Wk A 
E AGO, BO) 及 C(x) 必 均 为 2x 周期 的 . 
d: 己 知 三 个 周期 2x 的 解 nE), E) EG. WARE 
卡 提 方程 的 特性 , 通 解 可 以 写成 
3— x) nx) — yC) a rs 
bp pe) l pe T 2o E CERTISO, 
Xt; ERRAT I| 40, B(x) 及 Ctx) 可 以 表示 起 yiGO , G0, 
ys) 及 其 导 闲 数 yi) , iG), ysGO) 的 有 理 组 台 i All), BO) 
E CG) 均 为 周期 ?的 国 数 ， 定 理 2.2 证 毕 ， 
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定理 2.2 的 条 件 不 能 再 削弱 到 两 个 周期 解 . 下 面 是 一 个 反例 : 
[n 
ps yy — 1), 
MERDANE y=0 及 y 二 1, 可 是 系数 函数 4(z) e, 
BG) 一 一 。* 都 不 是 x 的 周期 函数 . 
但 是 ,一 般 可 以 得 到 下 而 的 必要 条 件 : 
定理 2.3: 假设 方程 (1.1) 有 周期 24 BOE, RUE SUN 22 
的 函数 a(x) , 8(x) 及 7(x) 使 得 线性 组 合 
amACe) + Cs) BO) + Y GO CO 
是 2z= 周期 的 函数 . 
证 : 如 y= yl) 为 (1.1) 的 周期 2 的 解 ， 风 例如 取 al) 
— 4G 8G) — AG) , TG 一 1, 则 线性 组 合 为 自然 也 是 
2x 的 周期 函数 ， 定 理 得 证 . 
以 下 我 们 假设 AC), BC) 及 C(x) 均 为 x 的 2x 周期 的 连续 
ERI LE y 的 二 次 方程 
F(y,x) = Atx)y + Blr)y + Cc) = 0, (2.1) 
在 AQ) 0 条 件 下 ,有 两 个 实 解 


B /BY c 
= * = un i yaa 十 — — — : 
To) 24 24 A en 
及 
B ( B y C 
y 一 x) 24 TE ; (2.3) 


由 于 二 次 方程 (2.1) 的 实 辕 期 y.(x) 及 yy(*) 的 存在 性 与 吕 卡 提 方 
程 (1.1) 的 实 周 期 解 y GO. 的 存在 性 有 密切 关系 ,我 们 称 QD 为 
(1.1) 的 “ 示 性 代数 方程 ?， 
定理 2.4: WRH Om xm 2r, FC; r) = 0 PU SLE, 
yala) CBIDGE 0x x 2r, B) < 44 GO C), A) (1.1) 没有 辕 
WE: JHE., WE GD 有 周期 2x 的 实 解 ,以 y = y(x) id 
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2x " 
0 = y(13) — «(0 一 noa. 


= NEOLO + BOYA + CG)]ds = D, 


最 后 A0 是 由 于 Bx) <A), 故 积分 中 括号 内 的 表示 是 
定 号 的 ,因此 , 积分 不 能 为 老 ， 这 是 一 个 矛盾 . 定理 2.4 Wt. 

定理 2.4 的 证 明 还 可 以 得 到 更 强 的 结果 , 即 

定理 2.5: 方程 《1.1) RS CLAIRE y — y GO 的 曲线 ， 一 定 与 
《2.1) 的 实 分 核 曲线 相交 . 

由 此 可 见 , 《1.1) 的 周期 解 的 存在 性 要 求 (2.1) 有 实 分 枝 《〈 注 
意 , 并 不 要 求 对 所 有 r < 2x, (x) 及 yi) BEES, RER 
对 某 些 x EDD. 


$3. 36 x JR M 


定理 3.1: iE 460, B(x), Cr) 是 2 周期 的 实 连 续 函 数 ,并 

HiEOxx«2Hvfr 
A(Q)CÓ) «0, (3.1) 
Ri] C1.1) 存在 两 个 周期 2r B3 Scu eR 
y y9(x) K y —y9?), 
并 且 具 有 性质 
y9 (x) > 0 2» y(?(), 

y= yP) 5 y= yle) 相交 ， 

y= yP 与 y — yx) 相交 . 
此 外 , (1.1) 没有 其 它 的 27 周期 的 解 

证 : 由 (3.1), 不 妨 设 4(x) 20, CQ) 0, 否则 用 一 + 代 * 
加 以 证 明 . 

在 y 一 0 上 , Zaca) «0, 


男 一 方面 AQ) 29 0x 所 2x 中 的 正 的 连续 函数 ,上 有 正 下 界 , 即 
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A(x) Z2 R220(0x 2x), 
B(x) 及 C(x) f£ 0sx « 2» ru Mot ARV )IBGOI« B, 
ICGO| «x C (0s x « 22). MR 


y 14-28. + E e, 
& & 
WE y= tY.t.fü 
D m AGY EBG)Y T^c) 
x 


>kY?—BY-—C 
E a) 


ll Ur. 


t 
故 E A >0 
dx ‘y=+Y 
利用 | <o, | >>0, 则 可 见 由 
XI dx is=tY 


一 0, —Y&y <0 
出 发 的 (1.1) 的 解 ,到 达 * 一 2x 时 , 必 有 一 了 < y< 0, 故 由 不 动 
点 原理 ， 有 一 个 解 存在 ， 使 得 y(0) 一 y(22),. Bux FE— EH y 
二 yx) 记 它 , 则 知 y) 之 0, [BRE x — 25, 0 y « Y HUE 
B (1.1) 的 解 , 到 达 * 一 0 对 ， 必 有 0<y < Y, 故 由 不 动 点 原理 ， 
有 一 解 存 在 ,使 得 (22) 一 y(0), Hox RE RU y 一 yO GEE, 
则 y 2 0. 

其 次 ,我 们 断言 ,没有 其 它 局 期 解 存在 .因为 如 有 其 它 周 期 解 
存在 , 则 三 个 周期 解 的 存在 ,可 将 其 它 解 表 成 这 三 个 局 期 解 的 有 理 
ERE , 则 所 有 的 解剖 必 为 千 期 的 ， 但 是 , 不 难看 出 . 经 过 一 0 上 
任 一 个 的 解 均 不 为 周期 的 ,因为 过 ? 一 0 上 的 解 , 由 于 
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dy 


= C <0, 
dx iyen e) 


AO x 增加 对 , yGO 威 少 ， 所 以 不 能 再 加 到 y 一 0; 又 由 于 y 
x? (x) 的 限制 不 能 到 — co, 故 这 样 的 解 都 不 是 周期 艇 . 

过 一 0 上 之 点 的 解 不 是 周期 的 ,由 此 知道 ,除了 = y" GO 
y 7 59) 外 ,没有 其 它 的 局 期 解 存在 . 

福 意 到 4(x) 2-0, C(x) 一 0. 故 Je) > 0, ye «0. [XT 
Jt. y 一 5 GO. 只 能 而 且 必 须 与 y 一 y? G0) 相交 ,y 一 yz (x) 只 能 
而 生 必 须 与 y 一 yx) 相交 。 这 样 定理 3.1 便 全 部 证 了 明了， 

这 个 定理 下 下 了 , GD 及 其 示 柱 代数 方程 (2.1) 的 密切 关 
系 . 

条 件 (3.1) 实际 上 保证 yy = yi o 及 yy 一 plr) 都 是 实则 线 ， 
并 且 它 们 中 阅 有 一 条 直线》 一 0 隔 开 . 

条 件 (3.1) 可 以 适当 放宽 ,可 得 下 面 的 

EA 32: 假设 对 所 有 的 IS S 2r, 


AQ) 9 0, (3.2) 
Bx) A44), (3.3) 
E 
cr e G4) 
8j L1) 6 HEUS PAUT EUSLO 2 的 解 
XH y= y9 (8), y 0 yx), 


yP(x) > y”), 
im B. y — 9G) 必定 而 有 昌 只 与 7 一 mx) 相交 ， 
y y9 (x) 必定 而 及 只 与 ye 0) Z, 
Wi: 条 件 (3.2) 及 (3.3) 保证 了 nG2 R 00 X52 3c. rm 
AKA E £z er CU ERU EARE, FTE x 一 rmin 及 x 一 zaazx 使 
yia) 一 E yix) «— ES nC) 一 y Gas), 


则 在 直线 
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= 一 > Ones 十 Yi Cain 2) 


上 之 点 的 a 都 是 问号 的 。 便 可 用 这 一 直线 来 代 蔡 定 理 3.1 中 的 
y-0 直线 的 作用 . 定理 32 河 样 可 得 证 明 | 

定理 3.2 的 条 件 与 结论 可 以 碱 强 到: 

定理 3.3: 假设 对 所 有 的 r < 2n, 


A) < 0, 
Bx)2AA4(Q)CQ), (3.3) 
以 及 
min yi(x) > max y,(x), (3.4Y 
DA xiu Os xem 


则 (1.1) 存在 周期 解 . 
证 : 这 时 ) 一 E On Gas) - Ya) 上 之 点 的 r4 REF, 


AERAR AAE RERA RRES. DP, A 
z — y^, 则 只 有 一 个 周期 解 y em 0. 
注意 条 件 (3.4) 及 《3.47 不 能 再 减弱 到 
x) 2 nCG). (3.4)" 
反例 如 下 : 


dy = (y — sin'x)(y s" sin?r — ô), 
dx 


当 5 一 0 时 ,这 个 方程 没有 周期 解 ， 故 当 0 «85 «A, A 足够 小 
时 ,这 个 方程 也 没有 周期 解 ,但 这 时 

Px) = sinis 4-82, yla) = sinr, 

nG) > yx), 


$4. 周期 解 的 稳定 性 判 据 


由 $ 3 的 证 明 可 以 看 出 两 个 周期 解 的 情形 , 则 一 为 稳定 ,一 为 
不 稳定 . 具体 地 有 
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定理 4.1: 设 A()C GO) — 0 (0 mz 22), WA 
AG) « 0 Bf, y — y? G0). 为 稳定 的 周期 解 ， 

y — y?) 为 不 稳定 的 周期 解 ， 

AQ) > 0 Ej, y — YQ). 为 不 稳定 的 周期 解 ， 
y — 9G) 为 稳定 的 周期 解 ， 

定理 4.2: 假设 与 定理 3.2 间 , 则 结论 与 定理 4.1 相同 . 

对 于 更 一 般 的 条 件 下 的 周期 解 可 有 更 一 般 的 判 据 .， 设 y 一 
yl) 为 (1.1) 的 一 个 实 连续 周期 24 的 解 ， 利 用 吕 卡 提 方 程 的 特 
性 , 通 解 y = ye) 可 以 写成 

yG ys C) D (yx) = yo(xo)) 


x CUM (24 GC) BG) 4x) 
/ | - 669 — x9» |. 4c 
x ep( (34g) + Bus Jaz]. 


h = ("CADE + Bdr, 


h= ic A x) exp (aconco + B(x)) dx) dx, 
则 有 下 面 的 
定理 4.3: (1.1) 的 周期 解 y= yo 的 稳定 性 质 由 下 法 判定 : 


五 二 0， 则 y= yG) 为 渐 近 稳定 ， 
];— 0, W] y — yox). 为 稳定 ,中 心 型 ， 
h 9, 但 不 是 渐 近 稳定 ， 
1; 0, W y — yolx) 为 半 稳 定 ， 即 一 刘 为 稳定 ， 
一 侧 为 不 稳定 ， 
ho, 则 y = yolx》 为 不 稳定 . 


证 : 3 n = ACW) - BGOMs < 0 在 0o<r<?x 
H AGOIA, BOLB, lS y WA 
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(f (24x)yo(x) + B(x) )ax ) 


> 


< xP (2x(2 Ayo + B))exp (FJ n), 


这 里 方 抵 号 [1 表示 整数 部 分 . 
BT n0, RY x co 时 ,分 于 有 


exo (|^ (24G (X) FE BG) dx) 0, 
在 分 母 中 
; 


N Ax) exp i (24x) yo(x) + BG) dr) da 
< 4exP(2z(24ys + B)) 


El 人 
bi] 2a 


S Aexp(2z(24yo + B))2all -F ert e eee] 
一 Aexp(2a(24yo + B))2r/(1 — eh) = K> 0, 
则 只 要 取 初 值 
Is) 一 xm « -L- 


2K, 
即 可 保证 渐 近 稳定 。 

31150,1205, T2: BESPAETR BRE ZEE, 因此 ,只 
SEHR y(xo) 一 yolxo) 足够 小 ,使 分 母 不 为 零 (对 Os S 22 这 个 有 
界 闭 集 , 这 是 可 能 的 ), 即 得 中 心 型 , 

当 hS 0, 了 六 0 了 时 ,分 子 是 周期 函数 ,并 且 有 界 . 

4 0, 


is A (x)exp (V' (24 x) yo(x) + BG) dx) m 


žo 


Zo] f Al) 


[S onn 


] 
x ep( fm n CAO) + B(x) Jda dx 
| 
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则 
EGO] < 2x AP (2x(24yo + B)) = Ki. 
取 IyCxo) 一 yeCxo) ] 如 此 小 ,使 
I»Go 一 yolxo)lK1 « 1, 
则 分 母 
DG) 一 1 一 GOCo — e) | 4G 


x ~") (Ayl) + Bs)) dx) dz 
-1- PEO — 260) 


— Ix) (y(xo) 一 (xo)? 
= {1 —1G)(y(9) — vxo 


Rs [ P (yx 一 yo(xo). 


由 此 可 见 ., 当 xo mm ox em xp t 22, Hii [E 一 0， 


22 DG) -—ií1—1G)Q — yolx0))} > 0. 
另 一 方面 , 当 hy (xo) 一 yo(x922 < 0 HT, 


- [5 ]noco 一 sco >0, 


并 且 当 z ~ oo 时 ， 
= [9] IyGa) 一 v2) — +00, 
因此 , 当 edis 
D(x) — +o, 
Tar T 8 FEEI LUCR. 


Cyl) — yol) — 0, X x — oo, 
m4 ly Cro) E yoxa) 0 时 ， 
yj 


— h = ee — yx) < 5, 
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并 日 当 x* 一 co 时 ， 
一 EE Hx) 一 yo x0)) 一 一 oo。 


因此 , 当 x EH xo TE] 十 co 增加 时 ,分 于 忆 (*) 由 正 变 负 ， 这 样 ,第 一 
DEAR x, W 
lim D(x) 一 0 十 。 


zaxe 


Et Cyl) — y(x9)) — 00, M raan — 0, ARAE. A 
JE 1; 0, f 2e 0 AFRE, 
最 后 , 当 420, 则 分 子 
exp (F (24x)yy x) + BCe)az ) 
j Pa) ep (| e240 


zx 


sena)» vo ([* zo) 


X exp( —2n(24 yo + B)) — +0, 24 x — +0, 
分 母 中 
Ee | Ax) exp (V aaconco + BY dr ye. 
当 x* 一 十 oo , 或 者 有 界 RALAR. 
当 它 为 有 界 时 ,例如 | EG] « Ky, mE 


"C c e X 1 
ls ry yoC 2l < 2K, 


可 得 分 母 
I1 — GG) — nGoDEGO] >, 


故 当 * — o, ly) — yo] 一 十 oo。 
当 EQ) 无 界 ， 则 对 任何 小 的 y) 一 和 (zl 只 要 选取 
yCn) 一 vC) 的 符号 , 即 可 在 某 一 有 限 值 n b 
1 — GG) — yokt) ECx) 一 0. 
AKT RESO x — xi 将 变 为 4, 由 此 可 见 ，y(x) 一 jx) 将 在 * 的 有 
+ 334 。 


限 值 处 变 成 oo, 

故 h > o 则 得 到 不 稳定 ， 

定理 4.4: 周期 系数 的 县 卡 提 方 程 不 存在 全 局 渐 近 人 乌 定 的 局 
期 解 . 

Au: BRIE, Ey 为 (1.1) 的 全 局 渐 近 稳定 的 周期 解 ， 
则 田 定 理 4.3 之 分 析 , 得 到 五 和 0, 则 分 子 有 界 并 且 不 为 零 ， 和 任 取 
一 值 ES! 使 

| A(x)exp (t (24€) yel) + BG) dx) dx >), 
再 取 yC) 使 
1— GG) — pa)" AG 


x exp(|” (2A ml) + BG2) 4x) dr, 
则 对 《x 一 如,y 一 y (22 为 初 值 之 解 yx) , 有 
I Cy CoD 一 yo x22] me QO, 
由 此 可 见 , yw(x) TRAE AO EIE ERAR 
证 明 完 毕 . 
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第 十 二 章 ”若干 其 它 类 型 


$1. 由 线性 近似 决定 的 稳定 性 


我 们 研究 系统 
x Px + g(x. £), (1.1) 
这 里 x 肥 口 是 =” 维 的 向 量 函 数 ， 了 是 一 个 常量 的 非 奇 异 矩 阵 ， 我 
们 假设 
lim E 一 0 (对 时 间 ， 一致 地 成 立 )， (D 


IFx1lg 


例如 , WR 9 的 分 量 是 收敛 的 罕有 级 数 ， 其 关于 x* 的 罕 次 至 少 从 2 
次 开始 ， 并 且 其 系数 都 是 * HARRA. 在 这 种 情形 条 件 O2) 
必然 成 立 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 也 可 以 假设 9 的 分 量 在 某 个 区 域 
身 内 及 对 + 守 0 都 有 关于 x 及 z+ 的 连续 一 阶 偏 导数 ,这 样 ,在 
区 域内 及 对 + 之 0 系统 【1.1) 满足 解 的 基本 存在 唯一 性 定理 的 
条 件 . 

我 们 假设 矩阵 了 的 特征 根 nun, ttt rs 是 各 不 相同 的 . 六 
且 ,我 们 首先 孝 开 它 们 都 是 实 的 情形 , 这 时 , 存在 一 个 非 索 异 实 托 
Pk ,使 得 OPQ"! 一 diag(ri, +55, ra), ME, HRK C.D EE 
标 变 换 


y= Ox, (1.3) 
则 
Ý = Qx = OPx + q(x, 1)) = OPOT!y + Oq(x, 1) 
一 diag(r ***, r4)» + q, 0, (1.4) 
其 中 gı = Qq, 显然 有 
lim, laly. I = , 
llyl 


» 336 ù 


系统 (1.1) 经 坐标 变换 (1.3) 后 , 变 成 系统 (1.4), 我 们 可 以 看 出 系 
Zt (1.4) 与 系统 (1.1) 具有 祖 同 的 性 质 , 不 过 用 一 个 对 角 乞 阵 来 代 
$ (1.1) 中 的 矩阵 P 而 已 。 因此, 我们 可 以 直接 对 系统 (1.17) 进行 
研究 ,而 在 (1.1) BITES ABE P = diag(ru, +t, rs). 

Sb) REEF PTUS: 

(a) 根 ri 都 是 负 的 , 取 

V 一 2 十 -十 位 ， 
dV 


Puri = ? E. = (rx. R e.a :2)) 
dt lap zi E 2 2i x; rix, 二 qn, Ts. 1): 


n »n 
一 2 >, rixi 十 M 2x;qi. 
i= i21 


由 于 对 9, 的 假设 知 , 在 一 个 足够 小 的 区 域 8 P3, AR V E EER 
数 ,而 六 是 负 定 函 数 ,根据 笋 一 篇 第 一 章 定理 5.2, 得 出 系统 (1.1) 
的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 , 

(b) TER rg 中 ,有 几 个 根 【 例 如 ri ees rp r) 是正 的 ， 
而 其 余 的 框 是 负 的 ,这 时 取 


V =r + RS t a e rinn — xl, 


因此 
P n 
P3 vg dece NT a 
i=j dt ifp} dt 
L4 n 
-—2 2j xri dc 4i) 一 2 ps zj(rix, + 4i) 
i=l i=f+1 
— (rA t e rer 一 rp 一 一 r,xl) 
Tdsguceexd—resdiu—t — Enga) 
在 生意 接近 于 厌 点 的 一 些 点 (例如 x44, marn m0 E, F 


是 正和 的 ， 而 广 是 正定 的 ， 因此 根据 第 -篇 第 一 章 定 理 5.3, 系统 
CD 的 平凡 解 是 不 稳定 的 , i 

现在 假设 在 r 中 有 些 是 复 的 , 令 rm， .…， rp 是 实 的 ,而 rono 
Fon to pams Frim 是 复 的 这 里 p 十 2m=n, 如 果 ru, sn, 


”337。 


ROS Jt E ur Fark 78 1A89 32485 RIIE 

V = n t ee t cocco ofgeeYpREm 
沿 营 方程 组 的 轨道 求 了 的 关 寸 时间: uie Ee LIB P EAER, 
故 系 统 《1.1) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 ， 

A-H, 如 果 n, ir, 中 有 些 是 正 的 , RE rote PA ES 
具有 正 的 实 部 ,我 们 可 以 对 情形 O) 中 的 作出 一 些 修改 ,由 此 来 
得 出 系统 《1.1) 平凡 解 的 不 稳定 性 ， 

忆 上 仅 对 PP 的 特征 很 是 不 相间 的 进行 了 讨论 ， 对 有 乔 报 的 情 
形 也 可 类 似 讨论 ,总 结 起 来 ,我 们 得 到 下 面 定理 ( 庞 卡 类 ~- 李 雅 普 诺 
夫 定 理 ). 

定理 1.1: 考虑 (1.1) 

dx 
F = Px + glx, £), 
这 里 zx 及 9 是 = 维 的 向 量 函数 , P 是 一 个 党 最 矩阵 , 9 关于 x 及 上 * 
是 连续 的 ,我 们 假设 
lim. [Cel 一 9， 对 时 间 一 致 地 或 立 ， 如 果 短 阵 ? 的 


xl) Ix 
记 有 特征 根 有 人 负 的 实 部 , 则 系统 (1.10 的 平凡 解 是 新 近 稳 定 的 , 如 
果 和 矩阵 4 中 至 少 有 一 个 特征 报 上 其 有 正 的 实 部 , 则 (1.1) 的 平凡 解 
是 不 稳定 的 . 

fi. 研究 带 有 组 慢 减 质量 的 二 体 问 题 9， 其 轨道 根 数 对 时 间 
变化 的 方程 组 为 


de 20 — e cos E m " 
一 -一 一 ~ 一 一 -一 一 ， (1.3) 
dt (1 — ecos E) m 

7 ,二 a , 
dF - (1 e?) gm? Er sin E A n (1.6) 
dt (i — ecos E) ell --ecosE) m 
dor. Cp) sin E LM (L7) 
dt e 1 —ecosE m 
Gma(l— e) = c, (1.8) 


这 里 是 密切 轨道 的 偏心 率 ;E 是 偏 近 点 角 ; o REIS 80 58 — EZ 
之 问 的 夹 角 ; « ZEE det, 点 ”< ”表示 关于 了 时间 上 的 微分 , 系统 的 
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总 质量 加 是 -一 个 时 间 c 的 单调 组 慢 减 少 的 可 微 函 数 ， 和 的 经 慢 减 
少 可 以 写成 m = m(aD, 这 里 «是 一 个 小 的 正常 量 , e, E Io TE 
时 间 * = 0 的 初始 值 为 co, Eo 及 co, 常数 8 由 下 式 确定 
BAS 

C? 
XX HB G ER UJ M: C 是 面积 常量 . 

为 了 研究 掀 物 轨道 ,我 们 引进 真 近 点 角 #, HE (1.5) MK (1.6) 
则 化 成 


(1.9) 


L 一 —(e 十 cop, 
dt m 
di sinf mh (1.10) 
FA = (1 + ecos} m+ a m’ 
在 时 间 : = 0 的 初始 值 为 “及 万. 
对 和 任何 函数 mO) nya, 
e=]. j=x {1.11} 


29 (1.10 的 一 个 解 , 我 们 称 解 (1.11) 为 一 个 驻 定 的 抛物 解 , 现在 
我 们 要 研究 这 个 解 的 稳定 性 问题 。 为 此 , 我 们 假设 mCO € clo, 
co)), 并 且 质 最 消 秋 过 程 不 是 契 限 的 . 
我 们 作 变 换 
e* me —]1, 
f*—f—. 
方程 (1.10) 成 为 
de" |, de 


-== —(e + cos m. 
dz dt C ERES 


= —(e* + 1 + cos f* -- 3) 0- 
ni 


二 一 (e* 十 1 一 cos [*) "* 
m 
一 -一 ec Pm us n5 (cosf* — 1), 
ni n 
cal 4 B 
4P Ld = 8(l-F ecosj)m! + Zeno 
dt dt e m 
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一 有 LT 十 (efy + 1)cos(f* + z))Y!m! 十 


= 6(1 — (e* + 1) cosf*))m' 一 


sinf* 
2 L1 
= pm(l— e*cosf* — cosf*)? — a (d 


即 
de” a 
dt 
af* 
d 


m 
mm 
sin f 


sin (}* + x) m 


e* d 1 m 


D 


met us (cosf* — 1), 


LL; NR 2 E Ks * 一 之 sinf™ 
: pmi{ 1 :cos osf*Y È T): 


我 们 指出 ，e* = f = 0 是 以 上 方程 组 的 解 。 我 们 将 以 上 方程 
写成 . . 
e m= — e+ = Ceosf* — 1}, 
r4 m 
df* š * 
TÈ c Pmi(l — e*cosf* — cosf*) (1.12) 


i cr 


在 每 一 个 方程 右 端 的 第 -项 是 线性 的 ,其 它 的 项 是 非 线性 的 . 


但 注音 到 不 是 薄 系 数 的 ,所 以 我 们 作 变 换 


(143) 


这 里 ro 可 以 这 样 确定 ， 则 要 洲 当 +: — 0 BT, v — 0, 则 积分 方程 


(1.43) 之 后 ,得 
T= log (2.0) 


经 恋 换 (1.13) 后 ,方程 (1.12) 变 成 
de* = cË 十 (1— cosf"), 
dr 


f* m? 


de = j* — Ba (1— e*cosf* — cos]*)! 
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(1.14) 


T ges ds ) ; 


E (1.14), 因为 mCes) 关于 时 间 c 是 单调 减少 的 。 故 关于 
时 间 « 是 单调 增加 的 ， 为 了 使 系统 对 时 间 而 言 的 稳定 性 的 结论 
对 时 间 也 成 立 ,要 京 + 一 oo, 这 就 是 对 函数 m( 的 限制 (条 件 
D. 
如 果 项 mm/ 户 关于 时 间 是 一 致 有 界 的 ， 贡 系统 (1.157 满足 上 
面 定理 11 的 条 件 , 因此 ,为 了 利用 定理 1.1, 对 函数 C2 又 要 加 
上 使 @/ 贡 关于 时 间 是 一 致 有 界 的 限制 (条 件 2), 
在 系统 (1.15) 中 ， 特 征 方程 [P 一 4E| 一 0 的 二 个 根 痢 是 正 
的 , 妈 
4—1 0 
mE 
这 梯 一 来 ,利用 定理 11, 我 们 可 以 得 出 下 面 的 结论 , 如 果 m(?) A 
足 条 件 1 及 条 件 2, 则 沥 物 驻 定 解 (1.11) 是 不 稳定 的 。 即 如 果 
lez (ZCO) si * 增加 时 无 限 增加 ， 并 且 m/i NE e 是 一 致 有 
界 的 , 则 解 (1.11) 是 不 稳定 的 . 为 了 指出 函数 CO 确实 可 以 满足 
这 些 条 件 ,我 们 利用 所 谓 琼斯- 挨 本 训 (Jeans-Eddington) 关系 式 
ha — am”, m0) == my, (1.16) 
A8 是 实 常数 ,对 每 一 个 ,可 以 得 到 方程 (1.16) 的 一 个 解 ( 称 
为 琼斯- 埃 丁 顿 函 数 m, (D), 我 们 容易 指出 ， 当 之 1 时 ,条件 1 
满足 , 当 + < 3 时 ,条 件 2 满足 四 此 我 们 得 到 这 样 的 结论 ， 对 所 
有 <e < 3 的 琼斯- 埃 丁 顿 函数 而 言 , WARTE CL ARE 
定 的 . 


|-^ ZUR Ai-—l1EI, 


$2. 渐 近 稳定 性 的 范围 


在 解决 工程 实际 中 所 提出 的 问题 时 ， 不 仅 要 知道 系统 的 平衡 
状 态 是 否 是 渐 近 入 定 的 ,并 且 要 回答 渐 近 稳定 性 区 域 究 竟 朋 多大， 
当初 条 件 取 在 这 区 域 中 。 才 能 人 确保 由 此 初 条 件 所 确定 的 解 ， 当 
r— co 时 , 趋 于 这 个 平衡 位 置 . 这 样 就 不 能 由 系统 的 线性 近似 来 
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决定 , 非 线性 部 分 效果 必须 考虑 。 下 面 我 们 先 证 阴 几 个 定理 ,它们 
给 出 了 估计 渐 近 稳定 和 性 区 域 的 方法 ,然后 再 举 伤 说 明之 . 

我 们 著 虑 自治 系统 

x— X(x}, (2.1) 

BIRR XQ) 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ， 或 者 假设 能 保证 解 的 存在 
性 ,唯一 性 及 解 对 初 什 连续 依赖 性 的 任何 另外 的 条 和 件 ; 我 们 也 假设 
X0) 一 0, 即 在 原点 有 一 个 平衡 位 置 ， 

我 们 首先 必须 熟悉 伯 克 霍 夫 (Birkhoff) 的 极限 集合 的 概念 ， 
SaN 是 (2.1) 的 -个 解 , TT 是 “个 点 集 . 

定义 2.1: 如 果 对 任意 PerT+, 总 存在 一 个 序列 4,, 使 得 当 
n> Bj, 4, — 00 E x(1,) — P, WES THER x00 的 正极 限 
5. 

例如 xCO 1 e XE 28S— 1 REB ER 5. 则 5 是 它 的 正极 限 集 ， 
AUR rO 趋 乒 -个 点 4 则 4 是 它 的 正极 限 点 . 

如 果 对 于 1 > 0, rG) 是 有 界 的 ,容易 证 明 , 它 的 正极 限 集 D* 
是 非 空 的 、 连 通 的 、 芭 致 的 及 不 变 的 . 

不 变 人 性 的 定义 如 下 : 

定义 2.2: iEP€ 0, 并且 x, P) 是 (2.1) 的 通过 点 P 的 解 ， 
如 果 xC, P) SAE R = (—900, 00) 内 的 + 值 是 确定 的 , 并 且 
对 所 有 在 RR 内 的 c 而 言 , rU, P) 是 在 集合 0 内， 则 集合 8 称 为 是 
FER. 

FERIHA 上- co 时 , rG) 趋 于 集合 对 的 定义 - 

定义 2.3: 如 果 对 每 个 上 >00, FE T>, YARA: 
>T, 有 对 内 的 一 个 点 P, 具有 hO P| s， 也 就 是 说 .对 页 有 
1> TQ AQ) 是 在 M 的 8 邻 域内 : 则 我 们 就 说 当 :一 co BT, xCoO 
i:BFEGM. 

例如 ,如果 对 于 1: > 0.x(0 是 有 界 的 , WMA :一 o tj, xG) 
趋 于 它 的 正极 限 集 工 +. 

用 反 证 法 ,如果 不 是 这 样 , 则 有 一 个 > 0, 具有 这 样 的 性 质 ， 
对 每 个 了 0, 总 存在 一 个 :> 了 T， 使 得 eG) 一 P] 2 6, HE 
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rt 内 的 所 有 了 而 者, 因此 ,有 一 个 序列 站 《 当 # o % 时 , 1,7900), 
使 得 [x(1,) 一 PI ze e. 对 在 T* 内 的 所 有 P 而 言 ， 但 是 因为 对 于 
(20, xCO 是 有 界 的 ， 序列 x(1。) 有 一 个 极限 点 ， 它 是 在 T? PN, 
故 得 出 了 矛 填 .这样 我 们 可 以 得 到 下 面 的 结论 : 

引 理 2.1: 如 果 对 于 £20,200 是 有 昼 的 ,而 且 对 包含 了 x» 
的 正极 限 集 T*, 划 当 1 一 oo 时 ,xD — M. 

有 了 这 些 预备 知识 之 后 ,我 们 可 以 引进 一 个 定理 , 它 给 出 了 确 
定 渐 近 稳定 性 范围 的 一些 方法 , 

定理 2.1; 令 0 是 一 个 有 界 闭 集 ,在 8 内 开始 的 (2.1) 的 每 个 解 ， 
对 雇 后 的 所 有 对 间 都 在 如 内 。 假设 有 -个 纯 量 函数 V(x), EEO 
内 有 连续 的 一 险 信 导数 ,并 且 在 如 内 有 V(x) > 0(x + 0), P GO) 
«0,4 ERRE QV V (x)—0 的 所 有 点 的 集合 , 令 夺 表示 五 
的 最 天 不 变 集 合 , 则 当 上 一 co 时 ,在 中 内 开始 的 每 个 解 都 趋 于 M. 

证 : 令 xG) 是 一 个 开始 于 8 内 的 和解 ,因为 在 8 内 ,V(x) 志 0， 
FT V (xCO) 是 z 的 -一 个 非 增 响 数 ，V《(x) 企 闭 集 0 上 是 连续 的 ， 
所 以 在 Q@ 上 上 有 下 算 , 因 此 , 38 6 oo 时, VEG) 有 一 级 限 C, 再 
指出 ,由 于 8 是 一 个 闭 集 , 所 以 xCO 的 正极 限 集 T+ 是 在 0 内 ,并 
HAJV EO LÆRER, 所 以 在 上 有 V(x) = C, rt 是 一 
个 不 变 集合 ,而 且 因 为 在 T* E, V(x) = 0, DRE Tt 是 在 对 内 , 利 
用 于 面 引 理 得 到 , 当 29 oo 时 , xG) M. BH t o 时 , 开始 
本 有 内 的 所 右 解 都 趋 于 M. WHE. 

在 一 些 应 用 中 , 定理 2.1 中 李 雅 普 诺 夫 函 数 构 造 木 身 将 保证 
了 集合 8 的 存在 性 ， 可 以 使 由 VOO S< 1 所 确定 的 集合 8 是 有 界 
集合 。 如 果 在 2 内 , V (x) « 0, 则 对 任何 开始 于 内 的 解 «CO 而 
言 , V(x(#)) 是 非 增 的 ， 因 此 xGO 对 所 有 以 后 的 时 间 都 必须 保留 
在 口内 下面 的 定理 是 定理 2.1 的 一 个 直接 的 推论 ， 

定理 2.2: $ ARRE V G0 «1 所 确定 的 闭 域 , 并 假定 V(x) 
在 日内 有 连续 的 一 阶 偏 导 数 ,此 外 , ARE EAR, HEES 
A, V(x) > 0 (x + 0), P(x) «0, Kp r9 oo 时 ,开始 于 QO 内 
的 任何 解 都 趋 于 M《 集 合 夺 如 定理 2.1 中 所 定义 )》。 
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. ”关于 定理 22, 我 们 指出 , 如 果 当 [xl — oo hf, V (x) — oo, 
则 由 V(x) 委 1 所 界限 的 集合 8 对 所 有 [i 值 是 有 界 的 ， 如 果 
Hm infV Ce) =a fs, 


则 对 所 有 “< 和 % 而 言 ， 085 A. 
氏 些 ， 在 适当 的 情况 下 ， 集 合 9 是 新 近 稳 定性 区 域 的 一 个 估 
计 , 按 照 定 理 2.1, 过 程 是 找 一 个 区 域 台 及 -一 个 适当 的 沙 数 VO), 
nA V (x) 沿 着 开始 于 介 内 的 任何 解除 原点 以 外 ) 不 恒 等 于 零 ， 
则 当 ;— co 时 ,在 8 内 开始 的 每 个 解 都 趋 于 原点 . 虽然 在 定理 .2.2 
中 已 指出 ， 地 站 善 诺 夫 函数 本 身 可 以 确定 区 域 2， 但 在 其 些 例子 
中 ,更 容易 地 作法 是 把 寻找 区 域 @ 及 构造 一 个 李 雅 普 诺 夫 函数 
V (x) 的 问题 分 开 . 
对 列 娜 方程 
区 十 fx) 十 glx) 二 0- (2.2) 
的 讨论 ,给 出 了 应 用 定理 2.2 的 一 个 很 好 的 例子 , 其 等 价 系统 为 
=y — Fla), 
y= —g(»). j en 


这 里 Fs) = 1G04v, RE Be RBR, TERK, x 


BAR Hosg() 0, EX GG) = f edu, BRCO, 


ULT HE RE ES Je EROS 
y - ye. 


V RERMER ZE + GG. 加 上 项 F) +E F), 这 是 一 个 


变化 了 的 能 量 冰 数 .不 难 算出 
| Plaen = —sGOFGD. 
假 没 可 以 找到 正 数 a EL IH RF PRAET: 
1) g) FG) 09, M clr] <a, 
2) GG) < t>jr| <a, 
显然 ,以 上 两 个 条 件 保 证 了 由 VF 志 ?1 所 确定 的 区 域 Q 是 有 界 的 ,并 
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Ef OQp3,& V «0. 因为 对 于 0<jz| «a, APO, PLE 
HAV =o, RERA ERE” h, HEREA AIME Y gh 
上 所 有 点 轨 线 的 斜率 

dy g(x) 

dx y— F(x) 


是 有 限 的 , 故 ? ATES HREM, 因此 , M 是 原点 . 利用 定理 
4.2, 当 上 一 oo 对 ,在 iy 十 G(x) < LABS RET RERBA T Ii 点. 
Jl 1: 考 虑 范 德 普尔 《Vanderpol) 2; fE 
£-Fsg(e3—1)d-x—0, 6&0, 
其 等 价 方程 组 为 
" f i LEN pF 
pey-d is 


j —x. 


其 线性 部 分 的 特征 方 P 
t£ — À 


—1 


| | 


得 1 一 二 当 ea > 4 时， 原点 是 不 稳定 的 结 点 。 当 


&£— 4 时 ， 原点 是 不 稳定 的 焦点 ， 并 且 对 所 有 ec 0, 方程 有 唯一 
的 极限 环 ， 上 面 和 的 结 沫 可 以 给 出 关于 这 个 极限 环 的 下 界 . 
WRA 一 :来 代替 方程 中 的 ,这 时 ,积分 曲线 不 变 , 但 方向 相 
Bc. 特别 是 极限 环 8 不 变 , 而 原点 则 变 成 是 浙 近 稳定 的 ,并 且 渐 近 
稳定 性 区 域 正好 是 极限 环 5 的 内 部 . 用 一 : 代替 +, 这 时 方程 变 成 
$-re(1— xDa- r0, 
这 里 
f(x) = all — x), ga) — x, 
Pb 1.5 
F(x) =£ (s-£). G(x) ur 


y = l ga Gx) = Lytle, 
2 2 2 
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3 


V = gG) F) = ea e E) 


3 
= — er (1 — ai 
3 


Á 
1) rF m ee(1— £)» 0, M Oc x3, 
2) GG) <1, WI r<ir, 


故 可 取 22 3, 即 I=, 


IN C FECE ER V <: AR, RIE xà t y! «3 AEREE, 当 :一 十 oo 
时 ,都 趋 于 项 点 ,因此 ,对 所 有 ss 0 mA, RERAN A 
形 区 域 以 外 ， 也 就 是 说 ,极限 环 5 的 位 置 , 不 论 6 的 值 怎样 , 它 部 
位 于 半径 为 W 3 的 圆 外 . 这 个 例子 生动 地 说 明了 用 李 雅 普 诺 夫 
函数 方法 不 仅 可 定 出 汤 近 稳定 性 的 范围 ， 而 且 也 可 估计 极限 环 的 
位 置 ,这 一 点 对 我 们 说 米 是 -个 很 可 意义 的 启发 , 

$2. 考虑 方程 


ž + ai t 25r t 3r =D, a, >O (2.4) 
其 等 价 方程 组 为 
= Jy. 
y = —2bx — ay — 3x1, } i 


有 二 个 奇 点 原点。 有 点 P~—(—26, 0). 


首先 来 讨论 原点 的 多 定性, 兴 此 写 册 其 特征 方 和 
—À 
—26 —a— à 
B tas 为 为 特征 方程 的 根 , 则 和 有 
à bài" —a <0, hh 2570, 
Ba, Io BUE EDEAASERO, SUE TLAJXERUS AASSISIO TCR E 
根 ,因此 原点 是 渐 近 稳定 的 
其 次 来 讨论 奇 点 P( 一 之 4，0) 的 性 质 ， 为 此 引进 坐标 变换 


[=t a timo, 
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EA 


二 了 
方程 (2.5) 在 六 坐标 系 《x*, y) 中 为 
E =y, 
. ý = —ay— 3 le 一 I b) -| (2.6) 
其 线性 部 分 特征 方程 为 
—4AÀ 1 


=} + akh — 26 — 0, 
2b  —a-—à 


AA A, a= —2b 0, KRIER a, 2 为 正 负 号 相反 的 实 柜 ， 
因此 奇 点 了 是 鞍点 。 积分 曲线 的 行为 如 图 1 所 示 , 而 图 中 的 阴影 
区 域 就 是 原点 的 渐 近 稳定 性 区 域 ， 我 们 根据 前 面 所 述 的 方法 来 作 
出 原点 的 渐 近 稳 定 狂 区 域 取 


Vlz, y) = 1 y+ NC 4 33D)dx 
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CETT 
e y! dbi i, 
2? 


Vas = —ay «0. 
这 样 , 在 z BRUN V «c0, 集合 是 这 个 * BST T E. 因为 在 
除 原点 以 外 的 上 轴 上 有 z = co, 因此 , 不 变 集合 只 能 是 原点 及 


ÄP, RER 
VG. y) T tbr tik, 


使 得 这 曲线 包含 P 点 ,这 样 
4 S E tnx lem i 
t tef 32) s xyTae^ 
我 们 作出 曲线 
1 2 Imt y ; 
T 十 > 2 了 (27) 
或 者 


yet Jio meu 


的 图 形 , 
显然 ,曲线 对 于 x 轴 是 对 称 的 ,因为 
Ae ec 一 2(25x 十 3x7), 
dx 
Py = —4b — i2r 
dx? i 


函数 (2.7) 当 * = 0 时 取 极 大 值 , 而 当 x 一 一 Z & 时 取 极 小 值 . 


这 样 一 来 ,7 = 4/275 HAW HR 2 给 出 它 是 一 个 围绕 原点 的 
卵 形 线 。 而 这 思 形 线 的 内 部 即 是 我 们 所 要求 的 渐 近 稳定 性 区 SR. 
WA Edi x 轴 的 区 闻 PO, 而 集合 M 是 原点 ， 罗 此 开始 于 逆 形 区 域 
内 的 所 有 雪线 都 趋 了 原点 , 改 嘟 形 区 域 是 - 个 浙 近 稳定 性 区 域 . 
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例 3: 在 [32] 中 研究 方程 
s B 7{1 + k)sinp PN 
vu: 22d l-t-&cosp 8-90, (2.8) 
Hp ock <1, a, f, r 均 为 大 于 零 的 常数 ,首先 将 方程 (2.8) 化 
为 


2.9 
E ; 1 Ordine (22) 
dt c MA 


i + £cosq TUER 


2 


由 于 系统 (2.9) 的 右 端 是 Pp 的 周期 为 24 的 周期 函数 , 所 以 我 们 


H 
要 在 展开 的 相 柱 面 


4S 


H: (—a gx m; —o00-z«oo] 
十 来 讨 沦 即 可 以 了 . 


不 难 证 明 , 当 参数 满足 下 列 条 件 : 
LESY, L1>k>0; 


* E-r 
BOY, L>k> k = 
2.827 T, k>k s 
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之 一 时 , 系统 (2.9) 痢 有 两 个 奇 点 . 
下 面 证 蝴 , 其 中 一 个 是 稳 定 焦点 (或 结 点 ), 男 一 个 是 鞍点 . 


KG, ) ~ CLOSE, ARRECHEA, AR 


Kp, k) = £ 之 根 gi, pa 而 oCpis 0), lpr 0) 即 为 系统 (2.9) 


的 奇 点 ,现在 讨论 奇 点 oC ,9), Cp 0) 的 竹 质 , 先 讨 论 oy， 
0) 的 性 质 ,为 此 作 变 换 
Lo (240) 
y=, 


系统 (2.9) 经 变换 (2.10) 后 为 


D = ay rila ces k) +e 
= —ay — rf (pi, Ox + x 的 二 次 以 上 项 ， 
其 一 次 项 的 特征 方程 为 
Mrd K) D n |- V + ah + Tip k = 0, 
p=a> 0, 4 vfi (qi, k) > 0. 
如 果 p — 44 «90, egi, 0) 为 稳定 焦点 ， 
p — 44 27 0, og, 0) 为 稳定 结 点 。 
ATHETA o(p: 0) 性 质 , 作 变换 


Dec: (2.11) 
yrz, 
系统 (2.9) 经 变换 (2.11) 后 为 
dx 
divom 
dy 


x = — ay — Yf(x c zs) T 8 


= —ay — YfhGpu zx 十 + 的 二 次 以 上 项 . 
其 一 次 项 的 特征 方程 为 
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—À 
—vfquk)-—a-—1i 
AH g = vip «0, 故 系统 (2.9) 的 次 点 0 1, 00 ARA. 
现在 求 系统 (2.9) 的 渐 近 稳定 性 区 域 ， 为 此 作 李 雅 普 诺 夫 淫 


[+ rho, &) 一 0. 


数 
v=} Larp rile, k} — Bldu, 


最 然 了 是 P, n —2» + p S ES p) 
dY 
di 


--—agzu0, 
G2 


只 有 = 一 0 时 , | 一 0, 而 = 一 0 不 是 -个 解 , 除非 e 


Q,,z 7*0, 即 奇 点 agi, 0), 所 以 系统 (2.9) BS eA ACIE 0) 是 
So fk RS. 
GKIBPXDERAENEDURRBQIBER. — 即 求 通过 鞍点 op: 00 的 曲 
线 了 一 C H p = q, z = 0 RAER, 19 
goo) TtA C+ kcas p) 
€, 8p: qi) n log 5 Y Eco N. 
id dm RE 
dou pfo c ran (1 + kcosp) 
z? = flp — p) + log are T34dcy (2.12) 
曲线 C 即 为 图 3 Mm o Hk [= 1 了 时, 渐 近 到 
定性 区 域 为 除去 p= 土 x 外 的 整个 柱 面 3 
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第 四 篇 车 于 应 用 


第 十 三 章 ”在 非 线性 振动 中 的 应 用 


$ 1. 强迫 振荡 中 辕 期 解 的 存在 性" 


在 动力 系统 中 经 常 发 生 振荡 ,有 些 振 荡 是 时 我 们 所 要 求 的 ， 
也 有 些 振荡 是 我 们 所 不 要 的 、 甚 至 是 讨 天 的 ,这 是 一 个 很 重要 的 实 
际 问 题 。 一 般 的 通讯 系统 所 依赖 的 就 是 能 够 产生 稳定 振荡 的 网 
5. 

在 一 个 控制 系统 或 一 个 经 济 系统 中 出 现 的 振荡 往往 可 以 引起 
很 大 的 影响 。 

非 线 性 振荡 问题 ,对 数学 家 的 吸引 力 是 很 大 的 ,这 是 常 微 分 方 
程 学 科研 究 的 一 个 很 大 的 领域 ， 在 这 个 领域 里 已 经 获得 了 极其 丰 
富 的 研究 成 果 。 在 这 里 我 们 所 要 做 的 事情 , 就 是 来 咖 明 在 振 蔓 的 
研究 和 李 雅 普 诺 夫 方 法 之 间 存 在 -一 个 非常 引 人 注 日 的 关系 . 

首先 考虑 一 个 线性 系统 

ž = Ax + f), : >90, (1.1) 

这 里 Ft) 是 一 个 周期 性 的 强迫 项 ， 其 系数 是 常数 ; x .与 f(z) dn 
维 向 是; 4 是 一 个 n X n 级 的 常量 扼 阵 ; f(z + T) 一 FO, BD FG) 
是 一 个 周期 为 工 的 连续 的 周期 钞 数 ， 

对 于 这 样 一 个 线 狂 系统 , 存在 一 些 较 简 单 的 结论 。 众所周知 
在下 列 结论 . 

如 果 (1.1) 有 一 个 对 于 所 有 * 04b EBENE, 则 (1.1) 
就 有 一 个 局 斯 为 工 的 周期 解 . 

Zu sp 4 是 稳定 的 《 即 式 的 全 部 特征 根 都 有 负 实 部 )， 则 
《1.1) 有 唯一 的 一 个 局 期 为 了 的 周期 解 , 且 所 有 其 它 的 解 当 : 一 oo 
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时 都 遵 近 于 这 个 解 。 具有 这 样 性 质 的 系统 , 我 们 就 说 这 个 系统 有 
一 个 平稳 状态 的 振荡 ， 

由 于 非 线性 性 质 的 出 砚 , 从 而 给 研究 带 来 了 困难 .。 首先 我 们 
引进 一 个 下 面 经 常 要 用 到 的 马 塞 拉 定 理 ， 

2518 


dx 
S£ ol Fur, s 
dt ( y) 


(1.2) 
2 = G(r; x, y), 
这 里 FG, x, y), GG, x, y) 在 乘积 空间 
Á: (0 «t 1 00) x Ellr] « co, |y| « 0) 
上 确定 , 且 
FU + T; x, y) = FQ, x, y). 
Gl + Ti x, y) = GC x, y), 
BU F, G 是 周期 为 工 的 连续 周期 函数 ;此 外 我 们 也 假定 (1.2) WE 
解 的 存在 唯一 性 定理 。 在 1950 年 蕊 塞 拉 给 出 了 一 很 有 趣 的 结果 : 
定理 : 如 果 (1.2) BOUT RETE Ost — co .上 存在 , 且 这 些 解 中 
有 一 个 是 有 界 的 , 则 (1.2) 存在 一 个 周期 为 了 的 周期 解 . 
”根据 这 个 结果 ， 应 用 第 一 篇 第 三 章 $2 的 定理 2.2 和 2.3, 可 
立即 得 到 下 列 结论 : 
定理 1.1: 如 果 对 系统 (1.2) 而 言 ， 存 在 一 个 满足 定理 2.2 或 
定理 2.3 的 条 件 的 李 雅 普 诺 夫 函数 , 则 (1.27 至 少 存在 一 个 周期 为 
工 的 周期 解 . 
pil: SUE (Reucr)'? aE 
ž + F(X)- gl) = p(t), (1.3) 
BE, CO EEK, H.24 Ix] — o, g(x)sgnr — eo, 
CE) FGOYER, Ho ]y| >, FOosgny 一 oo, 
(ii) pt + c) = pCO, BI p GO 是 连续 的 周期 函数 ，o — 0, 
则 《1.3) 至 少 有 一 个 周期 为 中 的 周期 解 。 
WES 作 《1.3) 的 等 价 方 程 组 
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| (1.4) 
$c FO) — g(x) + pCO, 


在 适当 地 选取 正 数 “与 二 的 情况 下 ， 我 们 按 下 列 方 式 来 作 08 
VG, Xx, y 


G(x) 十 FEE I (lri «00, y 2 8), 

G 十 Žy+y—, I; (>a, ly| <5), 

G(x) + i — 2b, I; (x2a,yx —5), 
V(Gr x, y) 一 1 015. 2b 

G(x) s 27l v” IV: Qela, yx), 

G(x) + Lcd, V: (xa, yS), 

G(x) 十 Ilf-rh. VI: (x—a, lyl x», 


其 中 eG) 一 [Lg GO di. FIL BUSEH BURGI AT T 函数 
V(t, x, y 

1) EC Lr, HOMU, r, 办 一 GW ly 

2) ERRI H, 

V Ce, x, y) = GGO + S yr y be GC) tS. 
KI: 的 增 函数 ， 因 此 当 招 a 取得 适当 大 ,使 当 * 守 a 时 ,就 有 
GC) 之 26。 从 而 就 可 保证 在 II: Ceda, yl & 22 中 有 

Fi, x, y) > 0; 
3) 以 上 选取 的 < 值 , 亦 可 使 在 区 域 M 中 有 
V(t, x, y) = GGO +1 y2 >o; 

4) 仍 扫 采 用 在 2) 中 选取 的 < 值 , 即 有 GC) > 2. 而 

lx S&a, G) 20. HER b AEIR, BE ly) 
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时 ， = y 2-25, 因此 针对 如 此 的 选取 a 和 45 值 ， 即 可 保证 V Ce, 


x,y) > 0 ÆIV 中 成 立 ; 
3) 在 区 域 V: (x —a, y —b) m, 


VO, z, y) = GO *tIy- 2b 0 


是 显然 的 ; 
6) 仍旧 根据 2) 选取 的 < ti, 以 及 由 G) 所 确定 的 G GO , BD 
Ap jz| Satj, G(x) 25, RELER VI 中 就 有 


VG s.) m GG) E y Ty bo. 


通过 上 述 六 步 的 分 析 , 我 们 如 此 来 选取 和 天 首先 根据 
T y 2b 定 出 b 值 的 范围 ,然后 再 根据 GO) > 25 定 出 |x| 的 
“FER a 值 。 这 样 一 来 , 我 们 就 保证 所 作 的 函数 VO, x, y) ARR 
空间 

A*: I(0 x 1 « ©) X Elx] > a,]y] 22 2 

上 是 正定 的 和 连续 的 , 且 具 有 无 穷 大 性 质 。 实质 上 在 我 们 这 里 记 
FBG, x, y) RERS t. 因此 它 自 然 具 有 性 质 了 4 和 性质 B( 见 
第 一 篇 第 三 章 $ 2)。 下 面 的 问题 , 即 如 此 所 作 的 函数 了 (ro x, y 
是 否 具 有 性 质 C( 见 第 一 篇 第 三 章 $ 2): 

在 1: (r| < ©, y >b) rh, 

LA = g(s)s + y9 = —y(FG) — p), 

[M pCO RE Oros ERRAR, ME po) TR. 当 把 
b REAK, MA? BM. FOS pe, RARE Gi) 
完全 可 以 办 到 ， 因 此 在 如 此 选取 45 值 的 情况 下 , 在 区 域 [中 就 有 
PCr, x, y) < Ô, 

Æ I: (x > a, I»] « 5) p, 

2 qGDs + GE D» 

dt 
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= eG y + Cy + DE- FG) — g(x) + pG) 
= (y + DC FG) + p) — gC), 
由 于 当 * alfe 2 0, 此 时 在 |y] e HENT, 
Cy + DC- FG 十 202 
是 一 个 有 界 量 ,因此 把 e 值 取得 适当 大 , 即 可 使 在 开 中 ， 
(y+ iIX— FO) + 2G) — gx) — 0; 
EH: (x >a, yS h), 


AY a glat + y = — EO) — ț pe), 


di 
根据 假定 Gi) 和 在 I 中 选取 之 5 值 的 铺 况 下 , y«—»5MH, 
F(y) — p. < 过 0， 此 时 在 II 中 有 Z co, 
在 IV: Qel a, y m — A) a 
I o (se) — 2) a ys 


= (ec) — 2) y + Co FG) — £6) + pO) 
= by t yF) + pC) 


- -»(r (y) + Z — * — e) ), 
根据 FCy) Ne b 的 基础 上 , 把 5 再 放大 
一 些 , 以 使 FO) > 25 — pC. 因此 对 如 此 新 选取 的 5 值 , 就 是 
以 保证 
M y«—BM, <o. 
在 V: (y«—a, y< —8) H, 
KF) = eO), 


根据 新 选取 的 5 值 ,在 此 域 Y 内 , 显 见 有 <0 
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EVI (xx —a, |y| & ) (m, 
4 L glatt (y — D$ 
dt 
= g(x)y + (y — JD(—FCGD — glx) + p) 
= g(x) + (y — DC- F (y) pP, 

根据 前 面 新 选取 的 5 。 当 iyl «5m, (—DC- FG) + eC) 

是 一 个 有 界 量 , 再 根据 g(x) 的 性 质 知 , 只 要 把 4 放大 到 适当 的 程 


度 ， 即 可 以 使 LE. < 0. 


综 上 所 述 , 在 我 们 选取 最 终 之 a4 和 5 ERRA TF NEERI] 
Brie ZEE VGL, x, y) TE 
A;OI(O m +o) X EsClz| >a, ly] >b) 
内 不 仅 满 足 性 质 4 和 妊 , 而 且 有 性 质 C 成 立 ， 因 此 根据 第 一 篇 第 
— 8253838 2.2 A (1.4) 的 解 一 致 有 界 。 再 根据 定理 1.1 知 方程 
组 (1.4) 至 少 有 一 个 周期 为 @ 的 周期 解 . 
例 2， 洪 烟 - 山 口 考虑 中 
十 ar) 二 (x) = ple), 
Bit: (1) 46) = h aO, 
当 x— +o 时 , A(x) — to, 
MA r> hj, 4(x) 一 一 co， 
(2) sgn xg (x) > 0, 当 ]x] 27 4 2 0, 
HH al), e GO. GO 及 pCO 是 连续 的 ， 
p + o) = pG) o > 0, 


B [pto — 0, R2 SEE EENAA o RNR. 


证 : 根据 第 一 -篇 第 三 章 $ 2 之 例 7, 在 那里 我 们 证 明了 此 方 
程 之 解 是 有 界 的 ,和 主根 据 马 塞 尔 定 理 即 得 我 们 所 要 求 的 结论 . 
CESET 2 
P REG: FG) = A cosat, (15) 
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F(x) = ex + Br’, 
3X8 a 27 0,8 27 0, R (EE) 0, L (Hx 08) 0, 4 (振幅 ) —0, 
eL, 
F(x) 一 人 F'(x)dx = RF (x) = R(ax + pr:), 


JOIO E: CEDE 
EQ) 一 p A cos :otdt == EA sin ar, 
e 


EMG 1, RF (x) = R(a-4- 39x?) > Re > 0, 


4RF'(x) REC) 一 一 . ^. anas] n F(x) 


一 Í RIFG)FG) | F(x)— TII š 


EF FG) Xx RAR, War Fe Sa, 而 
F(x)= (a + pee, O EE 因此 只 变 取 |x| 足 


够 大 ,就 可 使 |F(x)| > >15, 加 时 也 有 下 列 不 等 式 成 立 : 


FG) [FO = £l sa] > 0， 


如 果 我 们 再 进一步 的 把 1x| 取 得 适当 地 大 ， 即 令 [e| 2a, a 足够 
天 ， Ke 
A gue.) lá OE 1a 4 (sno FG) | > pm 


rds Ix! Ze a 时 ,注意 F'(x) 20. à 27 0, wA 


= E[r (x) 一 x £ GhenFG) | < -£ rr (1.6) 
fe (1.55 的 等 价 方程 组 
=y, 
lu 一 一 I F(x) — RE'Cx)y  Acosat, (1.7) 
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针对 (1.7) Bux 

Vi(x, y, 2) -i(, A^-RF(x)— a sino) + G(r), 

s 5 2 w 

Vale, y) Ly * GO). 
沿 着 (1.7) 的 积分 曲线 来 求 VY, 和 了 关于 上 的 全 导数 : 
dm (» + RF) -£ sin cor ) 

X (y + RF'(x)s — Acosct) + E F(X) 
E (y + REG) — Ê sin or — i FG)) 十 i Fx) 


R 124. 
=- |r- n wtF (x) |; 


4 |e] > aij, RITE 
dV, ET 4 cos hut : : 
deo — 4 RF'(x)' oed 


a [- 1 FG) — RF’'Cx)y 十 A coson] 


1 
+> F 
5 (x)y 
一 —RF'(x)y + Aycosct 
E! 
——RF'(x | ? — ——— ycos wt 
(x) |y RFO” 
A (Aroor. yl 十 EMT coszcof 
4 RF(x)/: 4 RF'(x) 
1 4?cos^ct 
a 
74 RFG)? 


当 [x] za pub 
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此 外 出 


A = —RF'(x)g! + (A cosct)y 
1 


= —R(a 十 38130 y! + A coscty, 
可 看 出 , 当 jz| <a, |y] zm b Co 取得 适当 地 大 ) 时 ,有 
Wa < — Ray! + Aly] « 0. 
dt 
dix dV R 14 
m -R rof rco - lane]. 
可 看 出 , 当 [xj < 时 , [FO] < Ca + 62)5, 


< I4 | F(x) sin cit] < IIR 


RN 2 取得 足以 保证 《1.8) 成立 时， 此 时 a 就 被 男 定 下 
来 ,而 是 一 个 有 上 限 的 常数 ,此 时 可 以 把 二 取得 适当 的 大 ,使 
PUN, gatge) < Rab? 


RA. 因此 当 jzj <a, ly] 之 5 时 ,就 有 


Aala + ga?) 
Lo j 


一 -<0 
dt dt 
E 5 OZ: 
ITEFA, (EXHBRHEDXEXOG2XE—Ti MB 


Hs 
1) F(x)-—ax + f a>, RR 8250, X x FC) > 0(x 2e e), 
要 取 [x] 的 值 ,使 得 


F (x) (rco — r2 dn or) >0, | (19) 


REE [FG] 2 — pm, 


让 于 Co + 8x1x| 之 olx], 因此 我 们 只 要 取 
Ix! -114 
Rao’ 
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邯 可 保证 不 等 式 (1.9) RY. 
2) 如 果 我 们 再 进一步 的 要 求 


十 R'F'(x) [eco 一 (i . £ sin or) Fc 六 A?cosiot (1.10) 


成 立 , 那 末 |x| 值 取 多 大 方 能 保证 这 一 点 成 立 ? 
ER, FO — a 十 38x? Ze a 27 0, 因此 要 使 (1.10) RER 


要 
i4. LA 
Rf, X (ax 十 837 zo, 因此 要 使 (1.11) 成 了 并 ,只 要 
1 4 LA? 
ax les t 4| > "m (1.12) 


RIE MÆRE (1.12) 成 立 , AIR] [e| 的 取 值 范围 多 大 ? 因此 我 
们 解 下 列 二 次 代数 方程 


2 


aqu 4 aba 
co 


4R^a 


DE 
R 
BG, RO RTXE [ x | RIRES. 


fa. NEL +L 
Ro [s 0 R? 
ERARA, BD x, 7 002 — 0, H lal > lal, PUB US 


出 ,只 要 取 
94 GIU + tad 
IETI zx rt = Ra 5 
PRERA RERI (1.10) PO QT 
oA a A, Lod — 
+/ 人 D+ 
Hu S ME 2e x 


X |r| >a f, RAV YSO. 
FRIE = 再 来 定 出 b. 
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3) 为 了 保证 
—Ray t Ay + Af et 2) 0 
to 


成 立 , RIN LBSSEEEEREUE A IDEE. REL ERE T 9I MIS 
RIEZ, Ba EH | y ADAR: 
Ray! — Ay -a EGL mo 
得 — — À—— —— 
2 a F(a) 
A+ Ja 十 AR oar 


yu277 7 2Ra " 


B 1 
因为 F(a) = (a a 842a > 0, d y, > 0, y1 0, B ! nl [Dil , 
KERRE 


P 人 十 4Rad ECL 


pes yi 2R« z 
BIET, GEH [x| <a, jy] 之 5 对 就 有 
Y; T P,-«0, 
TERRA 
: del <a, ly| x 5. 


ACE) a a are 
E: t 


A+ at araa E 
Lo_ 
2Ra« 7 
F(s)--(a-FBa)a, ii M = mala, 5]. 实质 上 这 就 是 系统 
(1.7) 之 解 的 最 终 有 界 域 ， 
这 样 我 们 就 证 明了 在 由 lel <a, Jya i MEXER Z 
h RIÉ Q RIRE o 上 ,有 
V. Y.x, 
现在 我 们 就 取 
V(x, y, 1) = Vix, y, t) + Vix, y) 
1 


2 
E i + RF) 一 £ anwr) + 2G) 十 —y 
2 e 2 ` 


作为 我 们 折 要 求 的 函数 。 
PUHEET E k,g re t y e 00 时 ， 
V(x, y, 1) — o0, 
对 所 有 f20dé—ZeBüpkr. 总 结 上 述 讨 论 得 : 
OD KR 2: ixl 二 a,1y| < b 是 一 个 包含 原点 在 内 的 有 界 
域 ; 
(2) AR V(x, y, 1) ZESET- THE O BU 220 上 有 定义 ， 
H.24 x +y — ok}, V(z, y,1)— o 对 所 有 tI 0 一 致 成 立 ; 
G) XE € E SBrÉ £z 0 EV m= +P, 
根据 第 一 篇 第 三 章 $ 1 HZ SEREBIURTARZIE (1.22 的 所 有 解 都 
是 有 界 的 . 再 根据 马 塞 尔 定理 知 系统 (1.7) 存在 一 个 周期 为 P 
HAR. toi JE VER Zekel BAPEBUPNZI 4 cos wz 作用 下 ,产生 了 共 
RAR. 束 实 上 当 我 们 不 郑 志 周 期 性 的 外 力 了 一 4cosor 时 ,此 时 
(1.5) 就 变 成 启 治 系统 
z+ RF (œ) 十 È FQ) 一 0， (1.3) 
F(x)-ax-- 8,02-0, 8 — 0, 
作 列 娜 变换 得 与 414.131 等 价 的 方程 组 
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iey — RF(x), 
?一 一 二 PC。 (1.14) 


易 见 原点 (0,0) 是 C1.14) 的 唯一 的 奇 点 ,针对 《1.14) HER EC 
1: 1 (7* 
V(x, y) 一 2? + E f F(x)dx 


-LyaL(ase lae), 
2 2L 2 


dV 
d£ 3,0, 
故 原 点 是 全 局 稳定 的 结 点 或 焦点 。 这 说 明了 系统 (1.14) 不 存 
AWR. 一 旦 当 我 们 在 系统 (14) 上 加 上 周期 性 前 外 力 
{=d cos co 作用 时 ,系统 (1.13) 就 会 产生 共振 现象 . 
例 4. 考虑 列 娜 方程 


= y9 + n Fei 一 一 z Fx), 


ž + {lrt + glr) = eli), (1.15) 
假定 f), g GO 对 所 有 x* 都 有 连续 的 导数 ,e(Dn 是 具有 周期 
为 中 的 连续 的 周期 藉 数 。 


定义 : l 
FG) — | Kudu, GG) = | gaa, 


EG) = in e(cMe, 


更 进一步 假定 : 

G) 对 所 有 r, Ka) 22070; 

GD 对 所 有 £29 0 和 充分 大 的 |z1, 有 

DLF) — Elele) > e, 

则 方程 (1.15) 存在 一 个 周期 为 的 周期 解 ， 

证 : 针对 (1.15) 作 等 价 的 方程 组 

下 A. (1.16) 
y = —g(x)-— flx)y + ele), 

此 时 我 们 作 范 数 
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Vy, x, y) = 1 O t FG) — EC)? + GG», 


Vals, y) = i? + GG), 


沿 (1.16) 的 相 轨 线 
= (y + FG) — EGG + fs) — el) + Ce 六 
—[F(x) — EN 1g(x), 
dV; 


Eo = y) gx = —fGOoy 十 yeCD. 


根据 上 面 的 假定 ,可 佑 出 
dVi e?) m 
«cus 〈 当 |zj 足 够 大 ) 
Hl 


dV; 200 2 1 c0) z 工 eG) < 1 e) 
dr Ke 2 Sa fG» 
因此 对 [x] > a Ca 充分 大 ) 和 所 有 的 y, 我 们 都 有 

P. U.- 0, 
ipuBiEA eO 和 EC SUB 9E ,故我 们 看 出 

P S —àACy). 
这 里 iM. -> co 时 , 它 也 趋 于 o, 因此 对 |[*| «amy 
(5 取得 足够 大 ) 就 有 l 

Vit hO. 
从 而 就 证 明了 ,在 由 域 

Q; (lel <a, ly| c2» 


所 定义 的 补 集 Qu ej 22, |y] 225) E, 有 V,-- Vox, 
HAR VC, x, y) =V, x, y) +Ver, y) dE € ERIS A 
HAGI * 之 0 R). 根据 第 一 篇 第 三 章 $1 之 定理 知 (1.16) 
之 解 是 有 界 的 , 再 根据 马 塞 尔 定理 知 (1.16) 存在 一 个 周期 为 。 的 


周期 解 ， 
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$2. 平稳 振荡 中 周期 解 的 唯 一 性 


在 上 一 他 我 们 研究 了 系统 在 周期 性 的 外 力作 用 下 发 生 共 振 的 
现象 .也 就 是 说 比 时 系统 存在 周期 解 ， 现 在 进一步 研究 这 种 导 期 
解 在 什么 情况 下 是 叭 一 的 ? 如 何 来 证 明 它 的 唯一 人 性? 为 了 回答 这 
个 问题 ,在 这 里 我 们 应 用 J. L. 拉萨 尔 (Lasalle)! 的 一 个 定理 . 
在 引进 这 个 定理 之 前 ,我 们 首先 引进 一 个 概念 、 

E: , 

FA = F(t x,y), 
3 (2.1) 
= GG, x,y). 
这 里 假定 FO, z, y) CG, x, y2 Æ WARA T OAAS., 回 
时 亦 假定 方程 (2.1) 的 右 端 函数 在 整个 (*, y) AEEA € 2 0 E 
满足 解 的 存在 性 唯一 性 以 及 解 对 初 值 连续 依赖 性 的 条 件 ， 
定义 : WERA (2.1) 的 每 一 对 解 
CIO ZTOPB-ECTLOPET OPE 
Zjr— oo Nj, 
x) 一 nG)— 90, x — yt) 0, 
那 末 我 们 就 说 系统 (2.1) 是 非常 稳定 的 . 

拉萨 尔 巴 普 证 明了 下 列 定 理 : 

如 果 系 统 (2.1)》 是 非常 稳定 的 ， 且 〈2.4 7) 有 一 个 有 界 解 ， 则 
(2.1) 就 有 唯一 的 一 个 滑 期 为 工 的 周期 解 , B. (2.1) 的 所 有 其 它 解 
M rco 时 都 逼近 于 它 。 | 

REK, 我 们 就 说 系统 (21) 有 一 个 平稳 状态 的 振荡 . 

下 面 我 们 就 根据 控 萨 尔 的 这 个 原则 来 考察 上 节 的 例题 3. 

pil. EU 

$+ RF (e)a 十 H F(g) * 4 cosct, (22) 


F(x) = ar Br, 
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这 里 2240, 8720, R 20, L 220, 429 0, c 2 0, 
fe (2.2) 的 等 价 方程 组 
=y, 


j= 一 二 F(x) — RF’'(x)y + A cos wt, (2.3) 


在 上 一 节 我 们 已 证 明了 系统 《2.2) 存在 一 个 周期 为 2 的 周期 解 ， 


现在 我 们 进一步 来 研究 此 千 期 解 是 否 唯 一 ， 根 据 拉 萨 尔 定理 , E 
间 系 统 (2.3) 是 否 有 非常 稳定 的 性 质 ,如 果 能 肯定 这 一 点 , 那 末 也 
EB] Dim. 

下 面 我 们 证 明 在 适当 的 选取 参数 8 值 的 前 提 下 ,系统 (2.3) 是 
非常 稳定 的 

4 (GG), 00) 5 GOD, G) 是 《2.3) 的 任 一 对 解 , 则 
ži = yi, 


n= + F(n) — RF'(x)yi- 4 coswt; 


= i 
入 一 一 B Fla) — RF'(x)y; + Acosowt, 


d = xG) — x0), l (2.4) 


" Y = 4 — yle), 
得 


X = 了 
— — ELEC) 一 FG21 — RUP GOs — FG2»1. 0? 


由 于 
F(x) — F(xj)) 一 GX + BC rrn t X 
es (o + 3gxue)X 十 8X5, 
F'(x)y, — F'(xJyi: = oY + 38Cxiy 一 ziyi) 
= (æ 十 38x2)Y + 38(x, 十 x)vX, 
把 简化 后 的 结果 代 人 (2.5) 的 第 二 式 , 最 终 得 
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Y = — 5 (a 十 38x,x;) + 38R(x, + mn |X 
— R(a + 38xi)Y 一 二 8x, 


(2.5) 就 变 成 
x —Y, (2.6) 
z 一 一 二 +3 [: nn RG + ons] x 


— R (a + 383) Y 一 i 


要 研究 (2.3) 的 非常 稳定 性 就 等 价 于 研究 系统 (2.6) HR € B9 4 
局 稳定 性 。 因 为 

lim LG) — ul limX G), 

lim Ly.C7) — y&Q) 一 lim Ye). 


注意 由 于 我 们 已 证 明了 系统 (2.3) 的 有 界 性 , 所 以 方程 (2 3》 
的 每 一 个 解 都 是 有 界 的 ， 因 此 根据 $ I 例 3 中 所 作 之 有 界 域 2 的 
估 值 ,就 有 

max(|xCO], Ol, 1:01], O & M. 

这 里 M 是 $1 中 给 出 的 一 个 正 的 常数 ， 

为 了 研究 (2.6) 的 零 解 的 全 局 稳定 性 , 我 们 首先 就 8 一 0 的 
情形 来 车 虑 。 db (2.6) 就 变 成 
X =Y, 


(22) 
Y = — — X — RaY, 
L 


这 是 一 个 常 系数 的 线性 方程 组 ,其 特征 方程 为 
2 十 Ral + T 一 0， 


-Rat [RW — 4 
pan N uer Religio; 


2 
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因此 存在 正定 的 二 次 型 
V(X,Y) = b4,X? t 2b55X Y + bY’, 
dV 
dt 


-2bQXY 十 252Y? 十 222X( 一 T X RaY) 


22.7) 
十 2b5Y (- TX — RaY 】 一 o—(X Y», (2.8) 


RHENE FIARE RAOT TER 
0 — 2a 0 PA ej 
L 


1 一 Ra 一 到 = || ^ o 


0 2 —2Ra! \ bni —1 
定 出 系数 
L mL 
ba 2, 26g — 2Rab, = —1, óp — 
i2 2a iz P 22 2Ræ s 
aRIL tat L 
2ReL 


à, — Rab 一 le —, 故 bu = 
注意 
_ Rita7? 十 aa 十 工 
2R«L 

hubs od e RE E Co LY o 
k AREL d 

求 得 了 系统 (2,7) 的 一 个 正定 的 二 次 型 
R'aL! d (a + L) y 

2Ral, 


by > 0, 


V(x, Y) = 


at L 

2RG 
现在 我 们 就 根据 这 个 正定 的 二 次 型 来 研究 系统 (2.6) 的 零 解 的 全 
局 稳定 性 .因此 沿 车 (2.6) 的 相 轨 线 来 求 此 正定 二 次 型 V(X, Y) 
XT ? 的 全 导数 ， 


十 = XY + Y. (29) 
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PCXY)| 
dt RA 


x |- Ee X+ Ray )| 十 2bnY |- (= X+ Rav) 


= 2b XY + 254Y! + 255X 
一 2X f4 (Gl t na t x1) + RC + x1) »| X 
十 d 8 mE 2b5Y ilz Gd 十 xit 十 x1) 


十 3R(x, + xj) »|x 十 3RalY] 8 
= —(X + YƏ) —2(b4X + nY) 
x i Ca 十 ra + oxi) 十 3RRCxi 十 1 X -- 3RxiY je 


-—(X-Y?»)-— ES Cai e xy e xD) HIR C xt) A X: 
c 2b 5 Cx] 十 xax) + x1) 十 3RCri + zn|xY 
+ 6boRAXY + sboRitY' ls «(n + Y3) 
+ [25 (+ 3M? + 6RM?) 十 254 (+ 3M? 十 6RM?) 
x |X|lY] + 65;RM?|X|]Y| + 65»R M?Y? le 
« —(Q-- Y) [eoa (+ + 2R ) xi 
435g (i --2R ) MOC 十 YD 十 359 RM?(X? + YD 
+ 665 R M? Y? je = —(X + Y?) 
+ llo: + bn) (+ + 2R) + bak | 3M?X* 
+ [Qa l) bn + 27] ev] e. 
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注意 
Ba(Leig)eL(lezn)- 一 工 十 28 
g 
Ratti nL 
a [1 


令 


则 
2v. 


| « —(X + Y?) 4- 3M? D + e + 2R Yon 
dz 112.6) L / 


eoa] eoe vo S [51e sue 


x E RU 2LR)(a + L) 
2 2RL« 


FIF ar) te} oe + $5). 
当 我 们 取 参 数 8 满足 


ETE E 


3M? [Eg p QLR D +1 +a] 
2 2ERL« 


(2.10) 

则 系统 (2.6) 的 零 解 是 全 局 稳定 的 ， 因此 在 如 此 选取 参数 满足 
不 等 式 (2.10) 的 情况 下 ， 就 保证 了 系统 (2.3) 存在 唯一 的 周期 为 
经 的 周期 解 

总 结 上 述 所 论 , 最 终 我 们 得 下 列 定理 : 

考虑 (2.2) 

主 十 REF'(x)z 十 T F(x) = 4cosot, 
F(x) = ox + 8x,a7-90,8250, R0, 
L>90,4>0, o0, 
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定理 : 如 果 


ops. 
sm [E 
2 


3 


« 
Rp OQ E2LRO (e ELO us 


2RLa 
2RL zl 


c A 3 


h be wax] 


则 (2.2) 存在 唯一 的 周期 为 zx 的 周期 解 , EL :一 oo 时 , 方程 的 


所 有 其 它 解 都 避 近 它 。 因此 我 们 所 考虑 的 系统 (2.2) 有 一 个 平稳 
状态 的 振荡 ，. 

应 当 指 出 ,在 论证 强迫 振荡 系统 中 出 现 之 周期 解 的 唯一 柱 的 
研究 工作 方面 ,日前 看 来 , 尚 有 不 少 的 困难 ,进展 不 大 ,有 竺 进一步 
的 努力 ， 


$3. 微分 方程 解 的 渐 近 性 


1. 在 前 面 我 们 着 重 研究 了 含有 强迫 力 项 的 二 阶 微 分 方程 的 周 
期 解 的 存在 性 , 并 在 一 定 的 条 件 下 研究 了 周期 解 的 唯一 性 可 是 
对 这 类 方程 的 研究 常常 和 解 的 渐 近 竹 联 系 在 一 起 ,例如 在 D24 1 曾 
经 讨论 过 方程 

十 Af, z, 二 fer) — el 

解 的 渐 近 性 ,这 里 eG) 就 是 一 个 可 积 的 干扰 项 ， 在 这 节 我 们 仍 介 
绍 吕 本 数学 家 吉 滩 太郎 吕 用 李 雅 凌 诺 夫 直 接 法 来 研究 解约 浙 近 性 
的 一 些 工作 ， 

应 当 指出 : 一 个 含 于 拢 项 的 方程 的 解 的 正极 限 集 ， 和 不 会 干 
搞 项 的 方程 的 解 的 正极 限 集 之 闻 的 关系 ;以 及 它们 解 之 间 的 关系 ， 
闸 被 许多 作 考 讨论 过 .特别 是 涉及 到 含 干扰 项 之 系统 的 解 的 稳定 
性 问题 . 

考虑 

ž = F(t, x) + G, x), 

这 里 G, x) 是 一 个 可 积 的 干扰 项 、 假 定 它 的 一 个 解 是 有 界 的 县 
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趋 于 一 个 闭 集 9, 在 这 个 假定 的 前 提 下 ， 吉 泽 太 郎 证 明了 这 个 解 
的 正极 跟 集 是 由 定义 在 如 上 某 一 个 系统 的 解构 成 ， 这 个 系统 所 未 
含 干扰 项 的 系统 有 关 。 对 于 一 个 含 干扰 项 的 方程 的 解 之 正极 跟 集 
和 一 个 不 含 干扰 项 的 方程 的 解 的 正极 限 集 之 间 的 关系 曾经 被 马尔 
MENT (Malkus) PRIR (Opia) 讨论 过 ,他 们 讨论 过 的 方程 
之 形式 是 

dx 


p = Hx) F Gt, x), 


其 中 GG, x) 是 -ATHE BED A i R g E R RI FE EE 
- 姓 和 条件， 他 们 证 明了 一 个 含 干扰 项 方程 之 解 的 正 级 限 集 是 由 末 
含 干扰 项 之 方程 的 解 组 成 的 . 

马尔 库 斯 还 讨论 了 如 下 的 情形 : 即 当 200 Bj, G (t,x)-*0 
在 R? 空间 中 的 酝 一 个 紧 致 祭 上 都 一 致 地 成 立 ; 奥 皮 尔 讨论 了 如 
下 的 情形 : 即 针 对 GG, x) 是 可 积 情形 ， 他 证 明了 若 于 个 关于 解 
对 初 值 的 依赖 性 定理 . 

吉 泽 太郎 针对 方程 之 初 值 问题 不 具有 解 的 唯一 性 的 情况 ， 推 
广 了 员 皮 尔 的 结果 ， 然 后 应 用 这 些 纸 果 和 李 雅 普 诺 夫 函 数 汪 研究 
解 的 渐 近 性 . 

2. 芳 虑 微分 方程 组 : 

2X FG. x) + Gls, x), (3.1) 


IX HL FU, x) RI GG, x) 是 在 乘积 空间 

A; 1(0 00) X Q (n 维 欧 氏 空间 R 的 一 个 开 集 ) 
二 的 连续 函数 . 又 假定 如 果 x 一 x(9 在 4 委 上 < co 上 连续 和 有 
Zt BU xG)c O* CQ* 是 开 集 0 内 的 一 个 紧 致 集 ), 斌 有 


[T IGG, «cotes < os. G2) 


在 这 些 假定 下 讨论 (3.1) 的 解 的 渐 近 性 . 
在 下 面 的 过 论 过 程 中 ,将 用 到 下 列 记号 : 
4 是 一 个 集合 4 BIO. 
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dlp, A) 表示 一 个 点 ?和 一 个 集合 4 之 疗 的 距离 妇 


dlp, 4) = int{fllp — «ll; a € 4}. 
U(4 ,Ee) 表示 一 个 集合 4 的 & 邻 域 , 即 
UCA, e)= ix; dx, A) — &), 
Cila) SER — b ERR EXE RD, 每 个 函数 关于 x 都 局 
部 地 满足 李 浦 希 兹 条 件 . 此 外 我 们 总 假定 (3.1) 的 解 在 0 (n 维 
欧 氏 空间 R^ 的 一 个 开 集 ) 内 是 有 内 的 , 为 此 我 们 首先 叙述 关于 解 
的 有 界 性 的 一 些 充分 条 件 . 
3. 解 的 在 界 性 ， 
如 果 8 = R, 上 述 解 的 有 界 性 就 是 通常 意义 下 的 解 的 有 界 
VE. 在 第 一 篇 第 三 章 $ 2 曾 用 李 雅 普 诺 夫 函 数 研 究 过 解 的 有 界桩 ， 
下 面 我 们 引进 一 个 定理 ， 它 是 类 似 于 第 一 篇 第 三 章 52 中 曾 用 到 
过 的 -个 定理 ,证明 的 思想 方法 完全 --- 致 ， 玛 此 证 明 的 过 程 就 完 
S. 
考虑 
a (3.3) 
y= Gu x, y). 
这 里 x 是 -个 4 维 向 量 ,y 是 一 个 普 维 问 量 ， FO, x,y), GG, 
x,y) 在 乘积 空间 
A; KOS ROO) X RX RT 
定理 3.1: 假定 存在 一 个 正 的 连续 函数 V(t; x, y), 在 域 Ai: 
1(0 « :« o), fell + hyi Ze Ri (Ro 可 以 取得 很 大 ) 上 满足 下 
列 条 件 : 
1?. 如果 l|? 十 y? Je PERSE VOS x, 0 是 有 界 的 ; 
2^. Z4 liyi — eo Ir, VC x, y) 一 oo 一 致 地 成 立 ; 
3°. V(t; x, y) € Cor, y) 和 
dV _ lim 


二 x cT AFC; r, y), 
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y t GG x,y)) —VGiz,y)) «0. 
此 和 外， 又 假定 对 应 于 每 :一 个 之 0, 都 存在 一 个 正 的 连续 男 数 
Wlz; x, y), 在 域 
A; 1(0 S71 o0) x E.Cllzl z RAO x Eyll « 

CR, 可 以 取得 大 》 上 满足 下 列 条 件 : 

1°. 如 果 [x || 是 有 界 的 话 , WG x, y) 是 有 界 的 ; 

2?. Z4 |x| — co Ft, WC; x, 320 co - 致 地 成 立 

39. w(t; x, Y} E Cx, y), BH. 

dw _ OW , Ow Bw 


+ F+- — Csh; 
dt [27] Ox Oy 


Wi (3.3) BUSTA REX G FB. 

这 个 定理 说 明了 用 国 数 V (r5 x, y) RRE (CO), y COD 中 
的 分 景 y CORR RE, AWO; x y) 来 控制 分 量 CO 的 有 界 性 
办 此 关键 在 于 作出 防 数 VG; x, y) RWG x, y). 

4. ERU THO EE: 

EH 3.2: 考虑 


ž = F(:, x), (3.4) 
这 里 FU, x) 是 在 一 个 开 集 DGI (0:0) x 9 内 的 连续 
函数 。 我 们 假定 从 DD 内 一 点 Cos x) 出 发 的 解 都 能 向 右 延 拓 到 
£y I5] Adj. 

4 ERREA (o, xo) 出 发 , 而 在 了 一 [6.6] 上 有 定义 的 
G4) 之 所 有 的 解 曲线 沟 成 的 点 集 。 HRE EGGS EED[SHS— 
个 紧 致 傈 内 ， 则 对 应 于 每 一 个 > 0, 都 存在 一 个 8 0,481877 
gé 

£-F,x)-csa (3.5) 
过 PG x) 的 每 一 个 解 x 一 x*(5 a, a) (过 EE 站 在 fn] 
上 存在 耳 满 足 
letli; xp. HD — xCt xo, t)|| < 6. (3.6) 
这 里 
G) gb — T XREEER SX ,涉足 
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[^ lele <s， 


Gi) A p* WEE 
d(p*, E) «5, 
Gii) AFA (3.6) 中 的 xC; xo, 8) 是 (3.4) 的 包含 在 E 内 的 
一 个 解 . 
XE: 假定 对 业 一 个 e > 0, 不 存在 一 个 58 > 0 会 满足 定理 3.2 
中 的 条 件 ， 我 们 可 以 假定 
U (E, S) CD, 
E29 U (E, e) 是 一 个 紧 致 集 , 故 可 以 找到 一 个 函数 FIG x), 这 
^ BR E SIE BARTH) l 
H: KOK: < co) x R^ 
上 是 连续 的 和 有 男 的 , 且 在 U (E,e) E, F*(t, x) — FG, Xx). 这 
样 一 来 ,方程 (3.4) 保留 在 U (E , 6) 内 的 一 个 解 就 是 方程 
x = F*(:, x) (32) 
的 一 个 解 , 且 方 程 (3.7》 过 点 Go. m) 在 *EJ 了 上 有 定义 的 积分 曲线 
构成 的 点 集 和 点 集 互 一 致 ， 我 们 可 以 假定 对 € > 0 和 方程 
x — F*(r,x) + gG) (3.8) 
而 言 。 定 理 32 的 结论 是 不 能 成 立 的 。 可 是 (3.8) 的 每 个 解 在 整 
个 上 轴 上 都 存在 . 这 是 由 方程 (3.8) 的 作法 而 决定 的 ， 
从 我 们 的 假设 知 ,存在 一 个 点 列 {ax = Ga ,zt 和 一 个 函数 列 
{sG}, 使 得 当天 一 oo hi, d(p,, E) — 0 CE 是 紧 致 集 ) 和 


f ler d: — 0; 


且 方 程 
ž = F* QG, x) + g) (3.8)* 
X3 P ARI -个 解 e. CO Cn rm r0, 使 得 (3.7) 在 8 内 不 存在 
有 和 如 下 性 质 的 解 曲 线 : 
即 《3.8)* 之 解 曲线 弧 上 的 所 有 点 到 (3.7) 的 解 曲 线 之 对 应 点 
距离 小 于 se。 因为 eu TE t tm 上 定义 
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eG) 一 xx 十 | prls) )ds + | gas 


- ORANO EAN OE 


HROTE [0, 51 上 是 一 致 有 界 和 等 度 连续 ,因此 我 们 就 
可 从 中 选取 一 个 一 致 收敛 的 子 序 列 ， 为 了 简便 起 见 , 我 们 仍旧 用 
数 和 《来 表示 子 序 列 的 下 标 ,而 令 pO 是 它 的 极限 函数 . 从 (3.9) 得 


E) = eG) + f F*G, eG). 


这 样 一 来 , eO 就 是 (3.7) 的 一 个 解 。 如 果 我 们 让 zx 作为 点 列 
Uu 的 一 个 聚 点 ,点 G7, eG RETE E E, BE G7, (7) € E， 根 
18 e CO 和 连结 点 Co, 5) 和 点 C, PCD 的 一 解 ， 我 们 就 得 方程 
(3.7) 过 点 《m, xo) 的 一 个 解 x a e* CO. AE 
eG) CE Xi zar, pa D. 

WMR RRIA, zh 充分 接近 于 + pG) 与 eG) 之 问 的 距离 小 于 
E, 因为 gr(?) J&— S SCRI e. — 这 就 同 我 们 的 假定 矛盾 , 因此 
定理 得 证 . 

这 个 定理 说 明了 ， 只 要 微分 方程 右 端 是 一 个 确定 在 开 集 
KOS) X OCR BERAR, MPERA 
端 函 数 就 有 连续 依赖 性 ， 这 里 并 不 要 求 方 程 右 端 函数 满 足 李 浦 希 

5. 正极 限 集 : 

EX: 我 们 说 解 x0() H s ood EA GA A ( 即 表示 为 
xG) — A), 如 果 对 每 一 个 > 0, REEN T>, 使 当 6T 
时 ,都 有 4 中 的 -- 个 点 ”上 有 性 质 

le — pil < s. 
这 就 是 说 ,对 所 有 > T, Axi) 被 包含 在 U(4, £) 内 . 

现在 让 T+ 表示 方程 (3.1) 的 - AE xCO 的 正极 限 集 ， 也 就 
是 说 一 个 点 四 它 属 于 xG) 的 正极 限 集 T+， 如 果 对 应 每 一 个 s 
之 0 和 每 一 个 了 > 盖 0, 都 有 一 个 上 > 了 使 得 

lee ~ wll «s, 
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这 就 等 价 丁 存在 一 个 序 至 (n), EAMA k- EBT co, 使 得 
EM £— oolsb,x(n)— o. 

WR (3.1) 的 一 个 解 x — x (1; xo, 6) 对 于 1 之 w 是 有 界 的 ， 
则 它 的 正极 限 集 T? 是 一个 非 空 的 紧 致 集 , 且 当 : 一 十 oo 时 ， 

x(t; Xo, £9) 一 TH, 
此 外 ， 如 果 xlr; xo, t) 对 于 £2 t8 EG REG, HAR M Sr*, Bp 
MBE xU; xo, 4) 的 正极 限 集 +， 则 当 上 一 co 时， 
x()— M, 

下 列 引 理 是 显然 成 立 的 : 

引 理 1: 令 0 是 空间 8 内 的 一 个 闭 集 , 假定 一 个 解 x(z) 是 有 
界 的 , 且 当 + 一 o tj xG)— 2, W] xG) 的 正极 限 集 T? 满足 

T+CC， 

iE: faert, HATE xO 的 正极 限 集 ， 故 对 每 一 个 

e > 0 和 每 一 个 了 0, 都 有 一 个 上 T, 使 得 
lG) — all < es 

XAH z — co bf, xG) — Q, aco, MA -r*cQ, 

6. 对 项 数 F(z, x) 的 假定 : 

4 OjES[H]OrBBg—^ PM. RIBE FG, x) 满足 下 列 条 
件 : l 

(a) Mx€Q,:— okt, FU, Xx) 一 H(x), EL XE QVI l5 (E 

一 个 系 致 集 , 这 个 收敛 性 都 是 一 致 。 因此 H(x) 是 一 个 确定 在 Q 
ERDERA. 

(b》 对 应 于 每 一 个 & > 0 和 每 一 个 yE 8， 者 存 在 正 数 o0) 
*0TGO, 使 得 当 ||x 一 y|| - 8G) 2 T(y) 时 ,就 有 

FG. — FG. «s. 

ik: WREE, 则 我 们 能 够 选取 5Cy) 使 得 条 件 (b) 对 所 有 
zt 之 0 都 满足 . 

91332: 仅 就 了 属于 2 内 的 任意 一 个 紧 致 集 9,, 我 们 能 够 独 
LT y KER pA SRN T, 

ZAIENAREN, MIRER T RAE LAE 
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函数 的 . . 致 连 续 性 那样 来 证 明 ， 因 在 一 个 紧 致 集 上 定义 的 连续 函 
数 , 它 - - 定 具有 等 度 和 一 致 连续 性 ， 
马尔 库 斯 呈 曾 讨论: 
系统 5; x FG. x) 的 解 和 系统 So: x 一 H GO 的 解 之 问 
WER. WEE FG, x) 是 G, x) 的 在 R 的 一 个 开 子 集 xeD 
和 所 有 rca. 上 的 连续 函数 ; 假定 HO 是 确定 在 R" 的 一 个 开 
子 集 xe 0 上 的 连续 函数 。 
他 说 系统 5 是 渐 近 于 系统 Se。 如 果 对 每 一 个 紧 致 集 玉 CO 和 
每 -个 6 > 0, 都 存在 一 个 T(K,s) > n, 使 得 对 所 有 的 x € K 
所 有 的 ,> 了。 都 有 
lFG, x) —HGOÍ « s. 
具有 这 种 性 质 的 任何 一 个 FU, x) 都 会 满足 条 件 (a) 和 (b)、 DH 
JWR Oo 是 9 的 任 一 个 闭 集 ， 显 见 就 存在 一 个 像 企 条 件 (2) 中 的 
函数 Ha), 因为 Fl, x) 趋 于 HLx) 在 9 内 的 任何 一 个 紧 致 集 上 
都 一 致 地 成 立 。 其 次 考虑 ?6 8 的 一 个 邻 域 0C) .我 们 可 以 假定 
U(y)CQ. in xe U), HATES 56270, 都 有 一 个 
T(e) > 0, &4824 1 2e Te) 时 ,我 们 就 有 
IFG, 2) = HO < a, 
: (3.10) 
IF 6,52 — BO « 7, s. 
这 是 因为 FC, x) 一 致 收敛 到 HO. NA H G0 在 5 (y) 上 过 
续 , 故 存在 一 个 5(y) > 0, 使 得 当 [e — y] < eO) 时 ， 
有 co — HO) < i e. (3.11) 


25:29 Te) P lx — yll — 562 时 ,应 用 (3.10) (3.11) 和 不 等 式 
FG, 2— FG, DI &lIFG, 2 — BGOl 
+ IEG) -HOH + EO — FG, l, 
Tunes (FG. 一 FU, yj <e. 这 就 证 明了 Fe, x) 满足 
条 件 (b)， 因此 马尔 库 斯 的 条 件 是 我 们 考虑 2 一品 的 一 个 特殊 情 
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形 ， 所 以 如 果 方 程 (3.1) 的 FG, x) 满足 马尔 库 斯 条 件 ， 我 们 的 
讨论 分 析 完 全 可 以 应 用 得 上 .特别 是 下 列 被 奥 皮 尔 曾 讨论 过 的 方 


x - Hx) + GC, x), (3.12) 
ÆFA e = o = R" 的 一 个 特殊 情形 
7. EE 
MER E- AEE ED URS 062r 25 E22 
2 = Hx), x€D, (3.13) 


HAMEÆEDHJ—-TTE. 

定义 : XRIERM EZ P (3.13) 的 一 个 羊 不 变 集 , QUEM RH 
(13) 的 解构 成 。 即 是 说 对 的 每 一 点 都 至 少 有 (3:13) 的 一 个 
解 通过 ,这 个 解 对 所 有 未 来 时 刻 都 保留 在 对 中 . 

在 这 里 应 指出 的 , 就 是 我 们 并 未 对 《3.13) 的 初 值 问题 解 有 唯 
一 性 假定 ,所 以 应 用 了 “ 半 不 变 集 ” 这 个 术语 .但 是 一 旦 我 们 保证 
(3.13) 的 车 信 间 题解 具有 唯一 性 , 那 “ 半 不 变 集 ” 就 是 (3.13) 的 一 
TRER. 

定理 3.3; 假定 方程 (3.1) 

= F(1, x) + GG, x) 


的 一 个 解 x 一 x(i; xs 5) ZAR, HeT Oo 7T BYE 9. 
LFU, x) 满足 条 件 (2) 和 (b). Wi xt; xo, 4) ZERRE Trt E 
方程 

x-—Hx), xe Q (3.14) 
包含 在 如 中 的 一 个 半 不 变 集 . 

ik: AX xl xo, 10) 在 8 中 有 界 ， 在 8 内 存在 -一 个 紧 致 集 

QO*(C9), 使 得 对 所 有 + 之 s, 

x(5 x. 10) € Q*, 
为 了 简便 起 见 我 们 今后 就 用 O) 表示 x(i; xX 6). Q Tt E x) 
的 正极 限 系 .由 引 理 二 知 
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r'cono*29, 
因为 2, Æ R 中 的 一 个 紧 致 集 ， 所 以 在 R" 上 存在 一 个 有 界 的 连 
SEE H* (x) , 使 得 在 8, 上 有 
H*(x) = H(x). 
MERKA HATTE 
x — H*(x). (3.15) 
令 吕 是 六 的 一 个 点 ， 那 末 ok Q,, 因而 存在 一 个 序列 {4}, 使 得 
ZpR— ood, 
1 — 00, x(1n) 一 o, (3.16) 
方程 (3.15) 经 过 (#4, o) 的 解 的 性 质 和 过 《0, om) 点 的 解 的 性 质 
一 样 分 析 , 因为 《3.15) JE BG A. 
A h RT A EIE] f SS on, ATO 任意 , 因为 H* (x) 
AB RIS, MA (3.15) NEARE Je LOFE, 我 们 再 考 虞 一 个 系 
统 
T= H* (x) + FG,x(G2) — H*(xG») + GG, x). (47) 
m, x — xGO 是 (3.17) 过 点 《my xGD 的 一 个 解 .xto 是 有 界 
的 ,这 样 - :来 , 恨 据 条 件 (2) 就 有 
lc, (sD) Ms « o, 
DRUG, iu RR EBR, BD k> k G EXE GER, HARE 
>o, 


[T eG, las < La. (3.18) 
ik 24 
因为 Q, 是 一 个 紧 致 集 ,对 每 一 个 点 x GO 都 存在 一 个 点 CO , 使 得 
dixlt)}, Q) = xl?) — yll 
由 条 件 (5) T09|EE 2, 对 应 于 二 ， 存在 6, > 0 T 2 0, 使 得 当 
y€QO,|x—yl«s»*: Low ,我 们 就 有 
FC, x) — F C, y) <Ž. 
5 --J 1 ,就 充分 天 的 : 我 们 有 
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x(OcU(Q2,8)0o*. 
这 是 因 当 一 o0 时 xfG) 一 2 和。 因此 当 = 充分 大 , 如 是 说 大 比 某 
一 -个 正 数 心 更 大 时 ,在 六 上 我 们 有 


IFC, QD) — FG, GI 一 2: (3.19) 


由 条 件 (a) 40,24 1 oo Bj, xe Ou x€ 8, 我 们 有 
FG, x) — Hx), 
且 这 个 收敛 性 是 一 致 的 ,因此 对 充分 大 的 (81x € 20, 我 们 有 
IFG, — GO < Ë, 
[S dE du PE k EBA, I > k EREDI, XE Jy 上 我 们 有 
lzG, (CO) — HOO < em (3.20) 


此 外 , 因 H*(x) 在 9* 上 连续 ， 存 在 一 个 5, > 0, 使 得 当 ||z 一 y| 
«oM, nto) B*GY| T. B3 ye 0H, H*G)— Ho). 
因此 当 ye Q, fi |» — yl — a, 
[8*6 — HOD T < Z. 
因此 就 入 大 于 某 个 正 数 以 时 ,在 关上 我 们 有 
Ir GG) — PGI < È. (321) 


ES dn. k > max d. 由 《3.19》 到 (3.21) 和 不 等 式 
FFC, s) — H OO sz l| FC, x) — FG, yCD I 
*dFG, 602 HOUDI + EO — H*(r CODI 
在 J 上 我 们 有 
IEC, x(O) — H* GIL < z, (3.22) 
根据 (3.18) 和 (3.22) 就 有 
| IRCE, xC) — HCY + GG. Olds < 8. 
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另 一 方面 , H (3.16) 就 充分 大 的 我 们 有 
Allir, C) , G4. 02] < 8. 
这 样 一 来 ， 根 据 定理 32 WI RUE E G5) 存在 一 个 通过 点 
Cu, o) RIRE p), 使 得 对 一 个 给 定 的 8 2 0, 有 
d(x(), eu) < 8, H t€ JA. 
E e.) 是 方程 (3.15) 过 点 Cr, o) 的 一 个 解 , 我 们 有 


ei) = w +t r Pet — (nen, 
ERINE pO + (0 x13) DERN eu CO 来 表示 ， 我 们 
s 
ex) = c + | H*C Gs, 0 x ren 
ERES k o» oo ISRU— IER (64) — 0, 就 存在 (3.15) B9 A 
序列 (C2) , 使 得 
= w - H*u Gs (0 1 2, 


qi COCCUCT*, £). 
AAAF (e. CO $ 是 等 度 连 续 和 一 致 有 界 ， 摧 以 我 们 可 以 选 出 
一 个 一 致 收敛 的 子 序列 。 令 eG) 是 此 子 序列 的 极限 函数 。 MR 
由 (3.23) 我 们 有 


eG) e e + 'H*eG)4s (0 x x) 


(3.23) 


和 
POCTE (0«:«a4), 


因为 当 太 -> co 时 ,sx 一 0、 另 一 方面 TrYCeu, 因此 
H'(g() = Hie»), 
于 是 我 们 有 
eG) =w NCOS (0x :« X). 


这 就 是 说 eG) 是 方程 (3.14) 过 点 (0, w) 的 一 个 解 ， 且 此 解 一 直 
保留 在 T+ 内， 因为 2 是 任意 的 ， 故 存在 方程 (3.14) 在 初始 时 刻 
t 一 0 从 mm 出 发 的 一 个 解 ,这 个 解 企 : S o LBA EX, BRAE 
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T+ 内 . 这样 -一 来 , 我 们 就 得 知 Tt+ 是 《3.14) 的 一 个 半 不 变 集 . E 
HEHE. 

注 : 从 上 面 定理 的 征明 过 程 中 能 够 看 出 ; 当 FG, x) 和 GG， 
x)iE Xiítx€0,0-:«- oo .上 时 , 就 初 值 为 xoE Q, n> 0 的 一 
个 解 x(1; xo, 10) 而 言 ,定理 的 结论 也 成 立 . 

从 定理 3.3 可 以 得 到 下 列 推 论 : 55m 

假定 方程 (3.1) 

X= F(t, x) + G(,x) 
中 的 FG, O 在 的 一 个 闭 集 8. 上 满足 条 件 Ca) RI (b). 
推论 I 如 果 方 程 《3.1) 的 一 个 解 x(#) 3ECIEO RTA 
lim x(n = XQ. 
这 个 点 zo 是 方程 《3.14) 
= Hx), xEQ 
的 一 个 奇 点 ,总 是 HCxo) 一 0. 

推论 2: 如 果 (3.14) 的 每 一 个 解 部 不 是 有 界 的 , BRE F 
QW G.1) 的 和解 也 不 是 有 界 的 . 

推论 3: (DICERE OU (3.1) 的 一 个 解 xQ), 4 上 一 co 时 趋 
于 一 个 周期 函数 (De 8, 也 即 是 说 , 对 应 于 每 一 个 。 2 0, 部 存 
在 一 个 z > 0, 使 得 对 所 有 :上 r, 

上 (Go — yO « e, 
W z Ce) 的 正极 限 集 就 是 方程 (3.14) 的 一 条 闭 轨 . 

证 : S ri 和 Ty 分别 表 示 xCz) 和 DG 的 正极 限 案 ，。 因为 
XQ) 一 了， 故 有 Tz =T}. 

Saori DA R eer. Slo 

Qc y(n-- £T), k=0,1,2,;, 1, 
TE y) 的 一 个 周期 . 

对 应 于 每 -- 个 6 0, 如 果 天 充分 大 ,我 们 有 

flera 十 &T) 一 y(n 十 kT)| <E, 
因此 


km 
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证 我 们 把 了 游 虑 为 定理 3.3 证 明 中 的 4。 用 像 定 理 3.5 DEBA th [ul 
样 的 记号 ,对 应 于 每 一 个 上 > 0, 如 打包 充分 大 ,我 们 有 

|xC€& HRT 4 2 — 9G) « e. 
因此 就 充分 大 的 , 我们 有 

llyC + RT -- 0 — po) « 28。 
由 为 ya c RT +) — y(n t e), 所 以 1 十 缚 一 eC) 
«2s, iXREÉ— ONE Om: OT, RITA yG D — UD. B 
此 看 出 g(r) 具有 周期 了 Z。 因 为 对 所 有 £2: 0, 

»y(4 + t) = o), 

故我 们 有 Ti =T, 本 以 这 样 一 来 DI = D$. BD xCO 的 一 个 正极 
限 集 就 是 方程 (3.14) 的 一 条 闭 轨 。. 

在 这 里 应 当 指 测 ; 即 代替 一 个 解 x(t; r o) 的 有 界 性 , 只 要 
假定 xC: xo, to) 的 正极 有限 集 是 非 空 的 , 那 我 们 就 可 把 定 理 3.3 陈 
述 成 另 一 形式 ， 

定理 3.4， 假 定 方程 (3.1) 

T= F(:, x) + G(:, x) 
RURE xx = x(1; xo, 5) 的 正极 限 集 是 非 空 的 , 且 F(z, x) 满足 在 第 
6 点 中 提 到 的 马尔 库 斯 条 件 , 则 x(t; xo, 10) 的 正极 限 集 是 方程 
x= Mx), xéQ 
的 解 之 和 集 . 

8. 解 的 渐 近 性 : 

这 里 我 们 先 给 出 一 个 定义 : 

-—^ x HAERERE Cx) (x € 0) 关于 一 个 集合 4 是 正定 的 ， 
ADEM x€4,f(x)-0, 且 对 应 于 每 一 个 2 和 8 中 的 每 一 个 紧 致 
E 0*, 都 存在 一 个 正 数 85600* ,8), 使 得 当 x& Q" QU CAREY Ej, 

f(x) > 6(O*, e). 

如 果 一 JCx) 关于 4 是 正定 的 , 我 们 就 说 f(x) XT A 是 负 定 
的 

定理 3.5: 假定 FG, x) 对 所 有 的 上 和 * 属 于 2 的 任意 一 个 
紧 致 集 者 是 有 界 的 , 且 《3.1) 的 所 有 解 痢 是 有 界 的 ， 此外, 我 们 假 
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定 存在 一 个 非 负 的 连续 函数 V (t, x) € Cox), 使 得 
2 = dim HVC + h, æ + ACEC, x) + GC, x))) 
— V(t, x)) « —Wx). 
这 里 WO 对 于 在 日 内 的 一 个 闭 集 Q8 上 是 正定 的 ， 则 3.1) 的 每 
一 个 解 都 逼近 2. 
证 : TIE (0 的 一 个 解 x m9 x(1; xs. 加)， 因 为 它 有 界 ， 所 
以 就 存在 一 个 紧 致 集 0*CO ,使 得 对 每 个 1296, xG5 x8) € Q", 
现在 假定 这 个 解 不 趋向 于 2, 那 未 对 某 一 个 > 0, 都 存在 一 个 序 
3] (51, 3 &— 00, 1 — 0o, 使 得 
x(,; xo, to) E U(Q, e) 10*, 
E294 xe 0* Ij, FG, x) 是 有 界 的 ,就 存在 一 个 正 数 天 ,使 得 
o- JEG, x) < K. 
我 们 可 以 假定 六 充分 大 ,使 得 在 区 间 
E 
n SCR t E (324) 


上 根据 (3.2) 有 
因此 我 们 看 出 在 区 间 (3.24) E, 
xx W) EU (o. Le Jj no*. 


K GC, xs xo, ds < e, 
A 4 


我 们 可 以 把 这 些 区 间 f [a a + —— E acus ORREZ 
交 的 . 由 于 TU 关于 0 是 负 定 的 ,因此 存在 6 (十 ) > 0， 使 得 


在 区 间 (3.24) 上 有 


aV 1 
wc. 
且 D 在 任何 其 它 地 方 都 取 非 正 值 ， 所 以 有 

v(n T E x (n 十 a Xos 2) 一 V1, x9) 
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«-a(ie) too, M ko. 


而 这 和 VG, x) z 0 IESESEF I i 


lim xC; Xp. fg) ze Q, 
tea 


ik oM FG.) 95 GG, x) 定义 在 zxE9 0: co 上 时 ,如 
RFU, x) 对 所 有 :之 加 和 xE 0*《 紧 致 集 ) 时 是 有 界 的 , 则 定理 
的 结论 对 一 个 初始 点 xo€ O, 6 > 0 HEURE x— xG xy, 8) 也 成 江 . 

根据 定理 3.3 和 定理 3.5, 就 能 得 到 关于 方程 (3.1) 之 解 的 渐 
近 行 为 的 一 个 充分 条 件 ， 

定理 3.6: 假定 (3.1) 的 所 有 和解 是 有 界 的 , 这 就 是 涪 (3.1) 的 
每 一 个 解 都 被 包含 在 2 的 一 个 紧 致 集 内 ， 又 假定 在 如 内 存在 一 个 
JERAR ERK 

VG, x) € Clx), 

使 得 

av! 

di VG. 

AX HW (x) 是 关于 在 2 VOS — T EO LREXEDSE. 此 外 还 假 
EFG, x) 对 所 有 :+ RU x 属于 8 内 之 任意 一 个 紧 致 集 时 是 有 界 
BS FG, x) 满足 条 件 G) 和 (b), 则 (3.1) 的 所 有 解 逼近 于 方程 

x Hx), XEQ 
的 包 仿 在 内 之 最 大 半 不 变 集 、 

xb: 正 像 我 们 从 定理 的 证 汲 中 能 够 看 到 ， 对 于 位 于 某 一 个 区 
域内 的 RE. ER 3.6 能 够 被 证 明 。 就 是 说 , 令 吕 是 在 乘积 
空间 


< -—W(x). 


KOSO) X R* 
中 的 一 个 集合 ,使 得 对 任 —7 0, 8 和 超 平面 上 = r 的 交集 是 属 
于 R* 中 的 一 个 非 空 紧 致 集 , 且 令 0 是 R^ 内 的 一 个 闭 集 , 使 得 
I(0 x 2«00) x QcQ. 
如 果 我 们 假定 方程 (3.1) 在 8 内 出 发 的 每 个 解 对 所 有 未 来 时 刻 部 
保留 在 如 内 ， 又 存在 一 个 像 定理 3.5 中 所 说 的 函数 V G, x), H 
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FG, x) 满足 条 件 (a) 和 (b) 及 有 界 性 的 假设 , 那 未 定理 3.6 的 结 
论 对 由 内 出 发 的 每 个 解 都 能 被 证 实 . 

拉萨 尔 "' 莹 证 明了 下 列 定理 . 

令 O 是 一 个 紧 致 集 , 它 具有 如 下 性 质 : MYE 

X= F(x) 

由 9 出 发 的 每 一 个 解 对 所 有 未 夹 时 刻 都 保留 在 9 内 ， 候 定 存在 一 
ARIAN (o) 之 0, 它 具 有 连续 的 一 阶 偏 导数 , 且 在 9 内 
EKO DERT 一 0 在 0 内 的 所 有 点 之 集合 , 令 M ER 


的 最 大 不 变 集 ， 则 由 2 内 出 发 的 每 个 解 , 当 :~ co 时 逼近 于 M. 
在 这 个 情况 下 , 下 是 在 2 内 的 一 个 闭 集 。 所 以 上 下 提 到 的 结 


论 可 以 立 用 . 
9. 例题 
(D 79 


£ d il) +ga) = ek), (3.25) 
这 里 f(x) 和 g(x) 在 R! 上 连续 , e(O 在 1 上 连续 .我们 假定 : 
G) xg(x) > 0 (x ?€ 0), g(0) = 0; 
Gi) f(x) > 0 (x 3€ 0), f(0) > 0, 


FG) = (*fG)du > to, X x> too Mi 


(i) EG) = | le) lds < æ, 
则 对 (3,25) 的 每 个 解 xCO , 我 们 有 
lima) = 0, Em £2) 一 0 
ut: 首先 作 (3.25) 等 价 的 方程 组 
f ——R F(x), (3.26) 
$  —g(x) + ek), 


yo sm eme) + Ly ei 
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GG) = ['sG0z« 2 0， 则 我 们 有 


e 259) i YV (r, y) S GÓX) 十 E +l, 
- 3 
sX LÍ emn [— 21«01( G(x) 十 ly + 1) 
^ 2 ; 


+ gly — FG) — yg) 二 ye 


< en [- 213 y c1) e tel } 
= ero o) - pp 2) «o 
i 1 
(= <+ +D). 
其 次 就 适当 大 的 R > 0, 如 果 我 们 作 
Wi; x, y) — x, E x > Ri, 
Walt; r, y) = —x, 9 o xx —R. 
由 条 件 GD, 我 们 有 
dU. my F()e0, 当 *>>R， 
dt 
TA 
di 
贸 此 很 据 定 理 3.1 知 存在 一 常数 C, > 0, 使 得 
HOLS €,, POLS Ci. 
JA G.26) 看 出 存在 一 个 常数 C, 0, 使 得 
IxCO] & €, Ii) < C; 
这 就 是 对 应 于 (3.25) 8958 -CE EbIE4E— 03k C1 0,481 
rO] & €; 13CO] « Cs. 
另 一 方面 (3.25) 亦 等 价 于 下 列 方 程 给: 
b. T» (3.27) 
y= —fGDy 一 g(x) + eC), 
因此 对 (3.270 的 每 一 个 解 (xXCO , yCOD 而 言 ,我 们 有 


= —(y—Fx))-9,M x«—R, 
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lOl «& €, [O0] x C, € 2 0 Xt, 
针对 《3.27) 作 
V(t5 x, y) 一 ero fat) + Ly + i 


ini V(t; x, y) 2:0. 
dV edt TU 
rd rime o] z«01 (cc * T, *1) 


Gy — Gy! — Gy ye] 
« eo Je)? 4 2 — 1D — (Gy) 
< —fG)ye7 o K fs) ye 
定理 3.6 中 所 说 的 集合 0 是 由 W Ce, y) 一 EA 的 零点 
构成 . 
1) 35 (0) > 0$, 0 是 白 * 轴 上 的 点 (<, 0) 构成 的 . 
2) 4 (0) 一 0 时 , 0 是 自 * 轴 上 的 点 (x,0) 和 ? 轴 上 的 点 
(o, y) 组 成 的 . 
TRER GD) RIEF, HR Cn y) em ertt ETR 
DORER. REHA 35 知 方程 (3.27) 的 所 有 解 趋 于 0. 
青 则 由 27) 之 右 端 函数 立即 看 出 它们 满足 条 件 (2) 和 
O). EHE (3.27) 右 端 的 干扰 项 e CO k, dete Od ER 
有 如 下 形式 : 


当 f(0)20, F — ae (3.28) 
| £—0,5-——g(G) (在 x 轴 上 )。 — (329) 
50) 一 0， 上 ET (在 y 轴 上 )。 (3.30) 


由 此 立即 看 出 包含 在 8 内 的 , 不 论 是 方程 组 (3.28) 的 ， 还 是 方程 
ZH. (3.29) 或 《3.30) 的 最 大 不 变 集 就 是 坐标 兰 点 《0,0), 所 以 根据 
定理 3.6 知 方程 组 (3.27) 的 所 有 解 郁 移 于 这 个 包含 在 8 内 最 大 不 
变 集 一 一 坐标 原点 ,因此 对 (3.25)] 的 每 一 个 解 x m xt; xo, Xo, fo) 
DA 


lim z(£) = 0,limz(z) = 0. 
t- 站 -四 
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《2) XE 
24 Aixs:,i)xEBf)-e:0, (331) 
我 们 假定 
() A(5 x, y) 确定 在 乘积 空间 
I(0 & « 4-09) x Rlx| « 00) x Ry] « eo) 
上 是 连续 非 负 的 ; Mp e typ AR, AC ar, y) 85. 此 外 hz; 
x, y) 还 满足 下 列 条 件 : 
或 ( 甲 ) 就 7 闪 0， Alr; x, y) S kle, y) > 0; 
RR ey A ar, y) D ker, y) > 
h(5 0, y) 70; H x 0, ht; 2, y) 0 对 z 
T y(y € —" E SEDE SOR ES 
kG, y) J& — XE SER E. 
QD 区 xz) 在 R 上 连续 , 当 > 060, x*f(x) 20, 
* ja] oo, FG) 一 人 udu > +00, 
Gi) eQ) Æ I(0 s 1 — o0) EXEZB. 
EG) = (le) la < eo, 


则 《3.31) 的 每 个 解 在 1(0 « :— 900) 上 存在 , 且 有 性 质 
lim HORUM limt) = 0, 
证 : 首先 作 等 价 于 (3.31) 的 方程 组 
i: T NEL. (3.32) 
y = — hC; z, yy 一 天 xz) 十 eC. 
fEER X 
z = eG - A. 2 
VG x, y) or (x) 十 2* +1}, 
eom) | Fi) + P 十 1} V(r; r, y) 


< Fl) 十 ypa, 
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AP o emoja] (rco Ly 1) 
dt 2 


Gy + y hs n y — GO (0) 


—gurleIr6? 24-2» + 2FG)] 

— ht x, y) + Jyll el} 

< A [e(0o) + 2 jy] 

-—À(5x,3)y] & —e7 RC x, y)y! 

< emo Ee, yy «c 0, 
根据 第 一 篇 第 三 但 2 定理 2 知 《3.32) 的 所 有 解 是 -- 致 有 界 的 ， 
P dV 

d lea Te YAT 

知 集合 2 是 由 ?7 = 二 0 的 点 (Er 轴 上 的 点 ).。 或 由 xy 一 0 的 点 
CB x 力 和 y 轴 下 的 点 ) 组 成 的 ,因为 最 大 的 半 不 变 集 包含 在 全 内， 
此 时 确定 在 集合 8 上 的 方程 形式 (不 含 干扰 项 GG) 如 下 : 


TT 二 人 0 
TÉ , (3.33) 
eee cu 

e RS (3.34) 
ISDEM 7 0, (3.35) 


因此 不 论 是 (3.33) 或 (3.350, 所 有 这 些 方程 的 包含 在 8 内 的 最 大 
半 不 变 集 就 是 罩 : -点 一 一 坐标 原点 和 构成 的 ， 从 而 和 根据 定理 3.6 知 
方程 G.31) 的 每 - :个 解 x 一 xG) 都 具有 性 质 
lim rlt) = 0, limz(e) = D. 

SUGTBdI-- DE QG.31) HA J. J. 列 文 (Levir) 及 J. A. 
TERRA (Noh. 仔细 研究 过 。 他 们 用 了 议长 的 篇 幅 , 走 了 不 少 
弯路 , 费 了 很 大 的 气力 才 证 明了 上 述 结论 .因此 吉 泽 太郎 提供 的 ， 
处 理 客 有 干扰 顶 方 程 解 的 渐 近 泪 的 方法 应 当 引 起 我 们 注意 . 

G) 考虑 

EX d f(x)h(x)4 + g(x) = eli (3.36) 


假定 
(OD Fe), ga), AC) 对 所 有 实 值 连 续 ; 
(40D rge) 2 0 CHE. x = 0) 及 Hz) 27 0 (x 六 0) 对 所 有 x， 
f(0) > 0; 
QU) A() > 0 对 所 有 u; 
(V) eCO 对 所 有 £2 02: BOESG 


O E Olds <o, E eG) AR: 

(D 6G) = J'sGOdu >o, t Jej =o, 
则 (3:36) 每 一 个 解 在 1(0 < ;< o0) 上 存在 , 呈 有 性 质 

lim z0) 一 0。 iim #(D — 0, 
证 : 首先 作 (3.36) 的 等 价 方 程 组 
x T Ya 
be mior 09 
fri 
VG s, y) m em [eco 3 y i], 


e mom (eco 二 二 多 十 1 «S Vus 3 


e. bh 


< G(») -F — y 4-1, 


N| 


ed = QUE [-21«01 (ec) + >y + 1) + g(x)y 


c yC—fG)5)y — g(x) + eQ)) | 
-—iQ)|. 5! 元 d 2 
"T ai 2l (6€ )j«1, * 1) 

一 Ko) 二 JlMecot ] 
m nB | 2 lels í x E 2 
[-2«Q1(ec0 + L5 1 
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= Eyl) = AAGA ] «emis 


«C eE Ayy « 0, 
根据 第 -篇 第 三 章 $ 2 定理 41 (3.37) 的 所 有 解 一 致 有 界 . 
Es Se Br) (y) y!  —Wx, y), 
BE WC, y) = 0 的 点 是 
y 二 0, BIz% ERA C, 0), 

或 z= 0, BP y4 ERJA (0, y). 
这 些 点 构成 空间 Ri -AE AEE OS 上 的 方程 形式 
为 


E = ĝ » —y, 

y = —g(x), 少 一 0. 

因此 包含 在 &2 中 的 最 大 不 变 集 就 只 有 一 点 40:0) .根据 定理 3.6 知 
(3.37) 的 解 通 近 于 原点 ， 即 


lim ze) = 0, lim x(£) = 0, 
P t— 
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第 十 四 章 ”在 控制 理论 中 的 应 用 


$51. 问题 的 提出 


自动 调节 系统 在 现代 工业 中 所 起 的 重要 作用 是 众所周知 的 . 
关于 这 些 系统 的 稳定 性 理论 在 苏联 已 经 得 到 了 很 大 的 发 展 。 以 
A. H. 鲁 里 叶 外 为 其 创始 者 , 男 外 ，A. M. 列 托 夫 , M. T. E, 
B. A. 雅 可 柏 维 奇 等 也 作 了 很 重要 的 工作 ， A. M. AEA 
方面 的 工作 已 进行 了 很 好 的 总 结 。 看 来 , FEREARE 
yf 究 自动 调节 系统 的 最 有 效 的 方法 之 一 

现代 自动 调节 系统 大 部 是 非常 复杂 的 包含 有 调节 对 象 入 调节 
器 的 电气 机 械 装 置 。 调 节 吕 的 功能 在 于 使 调节 对 象 连 续 地 保持 某 
一 定 态 ,或 者 是 使 它 保 圭 某 一 接 给 定 规律 砚 变 化 着 的 状态 ， 因 此 ， 
调节 过 程 就 意味 着 ， 应 用 调节 器 来 防 赴 调节 对 象 由 于 其 工作 的 任 
何 破坏 而 引起 的 脱离 上 述 状 态 的 食 离 . 

对 应 每 一 自动 调节 系统 ,有 一 个 确定 的 微分 方程 组 : 


Fs 一 Xn, yy X4) (S — 1.2, ESE y (1.1) 


AP on. ccc xn, 是 描述 系统 状态 的 变量 ; 而 X, 是 这 些 变量 的 已 
AU. CENTER ti, et, x; 的 空间 ( 称 为 相 空间 ， 以 E. 
表示 ) 中 某 一 画 定 的 区 域 G 内 。 显然 , 要 求 Xi HEERKE, 
以 保证 解 的 存在 性 \ 瞧 一 性 以 及 解 对 初 值 的 连续 依 剖 性 等 等 ， 
令 
re = rpl Xx. t7]. tao) (9 1.2, 55.2) (1.2) 

表示 方程 (1.1) 3 = 0 Bp. x4(0) 一 xwo 的 解 . 由 于 以 上 的 假定 ， 
该 解 对 于 一 切 值 :> 0 是 存在 的 , 旦 是 叭 一 的 . 

描述 这 种 系统 的 定 态 过 程 的 是 方程 《1.1) 的 所 谓 驻 定 解 ,这 
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zy xb. ZEE (1.3) 


Xin, a) 0 (E 1, n) (3.4) 

的 解 . 

它们 包含 于 解 族 (1.2) 之 中 ， 且 为 初始 条 件 mo 一 好 
xn = ox 所 决定 . 

通常 是 研究 这 样 的 情形 : ”只 有 一 个 解 (1.3) 与 调节 系统 的 某 
一 完全 确定 的 定 态 过 程 内 对 应 。 

自动 调节 理论 的 基本 问题 之 一 是 讨论 : 一 个 驻 定 解 (1.3) 是 
否 对 应 于 某 一 物理 上 可 能 的 定 态 过 程 , 只 紧 研 究 解 (1.3)》 的 稳定 
性 ,这 个 问题 就 可 以 得 到 解决 。 事 实 上 , 稳定 解 (1.3) 是 对 应 于 物 
理 上 可 能 的 定 态 . 而 不 稳定 解 (1.3) 则 对 应 于 物理 上 不 可 能 的 定 

讨论 稳定 性 问题 时 , 一 般 先 将 方程 (1.1) 通过 变换 


z =k Hy (R= 1, a), (1.5) 
化 为 扰动 运动 方程 
Ds o Y Gy be ys) (k=l, an) (1.6) 


bx 
p: 


Yi(yi c7, ya) = X,xT t ys, D. xod ya) (1.7) 
(k =1,2, ---,0), 
显然 方程 (1.1) 的 驻 定 解 (1.3) 对 应 于 方程 (1.6) 的 平凡 解 ( 即 调 
节 系 统 的 未 被 扰动 运动 ): 
yt 0, see, yi 0, (1.8) 
具有 初始 扰动 po， tto y GE Sb —T RON SUPER 
(1.6) 的 解 
Ye = yx us cts yu D. =l, 5,0), (1.9) 
称 为 自动 调节 系统 的 扰动 运动 . 
如 果 我 们 知道 所 有 的 解 《1.9), 则 未 被 扰动 运动 的 稳定 性 问 
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题 当然 可 以 得 到 解决 。 但 是 在 通 当 的 情况 下 , 这 是 一 个 难以 实现 
的 事实 , 因此 需要 进行 这 样 的 定性 研究 。 即 不 需要 求 出 解 (1.9)， 
而 利用 李 熙 普 湛 夫 隙 数 的 方法 ， 就 可 以 对 我 们 所 感 兴趣 的 扰动 运 
动 之 性 质 作出 结论 , 指出 合理 的 构造 调节 器 的 方法 。 这 也 说 明了 
李 雅 普 诺 夫 晴 数 方法 在 现代 技术 的 重要 问题 上 具有 很 大 的 实际 意 
X. 


$2. 调节 系统 的 方程 


(一 ) 调节 对 象 的 方程 
下 面 所 研究 的 调节 对 象 ， 它 的 扰动 运动 方程 是 由 线性 仇 分 方 
程 


JE Fy 2. bs = I9, m) (21) 


RRRA RIR m 为 广义 坐标 ,而 br 29 VACISRE RATS Su. 

今 设想 调节 对 象 《2.1) 受到 控制 机 件 的 作用 , A eid ES UBL 
FIER n. 记 控制 机 件 的 常 参量 ， 它 表 示 了 控制 机 件 对 华 标 
5 所 起 作用 的 程度 。 这 时 ,调节 系统 的 扰动 运动 方程 为 


ir = M beg naa (k=l, >+, m), (2.2) 
a1 


(=) 执行 机 件 的 方程 

每 一 执行 机 件 将 解释 为 具有 一 个 自 出 度 的 机 械 ( 电 气 机 械 ) 系 
统 。 而 描述 该 机 件 的 扰动 运动 方程 为 

V?ü + Wi t+ Sp = f*(o), (2.3) 
AN s, W, V1 —fü ke bt a. n.o 的 已 知 函 数 , 

在 某 些 执行 机 件 中 ,其 5, V? 可 认为 是 常 最 ; 其 中 5 表征 所 请 
控制 机 件 的 负荷 反应 ,而 下 表征 控制 机 件 与 执行 机 件 的 联合 惯 
量 . 

在 个 别 情况 下 ， 执 行 机 件 是 一 个 由 不 可 压缩 该 体 供给 的 
REI, MATHIE S Vies 0。 这 时 函数 
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ùm > o) = Ko). (2.4) 


就 表征 控制 机 件 的 挡 板 从 一 位 置 至 另 一 位 置 的 速度 与 自 变 量 之 
间 的 关系 。 在 每 一 调节 系统 中 , 自 变 量 o 表示 公共 的 《总 和 
的 ) 控 制 脉冲 信号 , 它 是 按 间 题 中 所 采用 的 控制 规律 而 形成 
Ry. 

月 变量 oo 通常 具有 如 下 的 表达 式 


o= DP) Pala — rp. (2.5) 
a=1 


其 中 pa Ar 是 调节 器 的 常数 . 

在 每 -个 个 别 问 题 中 ， 都 不 可 能 严格 地 确定 函数 忒 gc)。 这 是 
因为 , 在 每 一 个 别 情形 1。 消 数 f(o) HOXE HS BT SCORE BUCTUL 
件 的 速度 而 得 出 的 ， 市 每 一 个 这 样 的 实验 又 都 是 在 一 特定 不 变 的 
负荷 下 来 进行 的 ,因此 ,函数 Co) 与 该 负荷 有 关 . 但 是 当 执行 机 件 
实际 工作 时 .作用 负荷 会 发 生 连续 的 变动 ,这 就 使 得 在 静态 来 验 中 
所 得 出 的 沙 数 fo) 大 大 的 不 真实 。 此 外 , 由 于 其 它 事先 难 以 预料 
到 而 无 法 加 以 消除 的 因素 ,也 能 使 函数 fo) 发 生变 形 。 其 中 常见 
的 因素 是 来 自 外 界 供给 调节 器 的 能 源 的 位 能 变动 . 

ETURA, 我 们 将 要 研究 和 的 泛 数 f(o) 将 属于 这 样 一 科 类 
型 , 即 杰 满足 下 面条 件 : 

ofle) >0,% c0 时 ; 1(0) 一 0, (2.6) 
上 其 有 这 样 性 质 的 户 数 类 ， 包 括 了 很 多 应 由于 现代 技术 上 的 执行 机 
TE. 

以 后 我 们 可 以 着 到 , f(o) 只 要 满足 条 件 (2.6) , 就 可 以 用 李 牙 
善 诺 失 直接 法 求 出 上 述 调节 系统 的 稳定 性 的 充分 条 件 ， 

附带 说 明 ， 方程 (2.3) 是 热 行 机 件 的 十 分 简略 的 方程 , 但 是 ， 
在 许多 重要 的 实际 情形 中 ， 它 还 能 正确 地 反 胀 出 它们 的 基本 物 埋 
性 能 ,因而 可 以 用 于 理论 上 的 研究 . 

最 后 。 带 有 一 个 控制 机 件 约 调节 系统 的 扰动 运动 的 总 体 方程 
X 
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fi m Dhu + ma (&£—1,--:, m), 
V+ Wg + Su = j*(o), (2.7) 
g= 2 Pala 7H. 
它 对 于 变 最 ge, 4 的 任何 值 都 有 定义 ， 只 要 这 些 值 能 使 扰动 
(=) 调节 系统 方程 组 的 范式 
为 了 讨论 问题 方便 想见 ,首先 , 将 总 体 方程 (2.7) 化 为 范式 ， 
引入 由 等 式 


E = på + gu (2.8) 
所 确定 的 新 变量 占 , 式 中 p, 9 为 待定 的 常量 ,微分 去, 得 到 : 
E = pü + qu, (2.9) 


关系 式 (2.8), Q.9) rH r E, ERRE A d. KERA 
(2.2) 中 的 第 二 个 方程 (中 执行 机 件 方 程 ) ,该 方程 就 引号 成 


Piei(w-iv)e [s- w 2 
a (y p — f*(a). (240) 


若 选 定 比 数 为 方程 
v(Ly-w(ies-e (211) 


的 根 , 则 引用 记号 
(2) = Pmt 


(H-ag il- Quel n 
P V (2) V ph dl (242) 
1 


£ 
后 ,我 们 有 形 如 
B = Eme 十 > £$ 
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一 — P435 十 zo) 


的 两 个 一 阶 方 程 ,用 以 代替 原来 的 一 个 二 阶 方程 。 因为 8。 琴 。 vo 
是 正 数 , 故 有 
Remp > 0, Re — 0, (2.13) 
最 后 令 
HOT nm Ha bEmtls Pau = 0 Ck = 1,--, m), 


bmHmtl 一 Omii Ag = O (= Ee m), 


2.14 
hen = 二 ,二 Po) — (0), Pe 
P^ 
m +l =n, Pma ™ or, 
通常 可 化 方程 (2.7) 为 范式 : 
he = bags + hië (& —1,-:::,2), 
a=1 
Ë = — Ppp + fo), (2.15) 
“一 之 pen 


下 面 是 -…- 些 重要 的 特殊 情形 ， 有 的 情况 将 在 下 一 节 进 行 详细 
的 讨论 . 
(D 设 5 一 0, 则 由 《2.11), ona m T5. onu 一 0， 而 方程 


《2.15) 为 : 


d. m Dia b AE Qu T, n) 
È = f(a), (2.16) 


(D 设 V= o, RA (2.11) A Pan = 号 ,ent 一 co， 这 


时 , 先 将 方程 (2.15) 写成 
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År == D) breta nib (k=1, +, m), 
asl 


1 
t = — Pm 十 一 , 
nu En d p Š, (2.15) 


É = — Pmr + fo). 


o 一 S pala Pani. 


LES! 


现在 在 CIN Sub T IO EREN e. 则 得 


0--—EÉct Ko), 


m+2 
但 因 
1 p vs Po 
一 一 -一 :一 —5 m — a. —— E — g > 
$ + sw Ko) "zu (a) 


m flo) 一 z, TE vd. (a ) =? E o) M pf(a), 


所 以 (2.15) 的 第 三 式 为 专 一 pf(o)， 这 时 ,方程 (2.15》 可 以 写成 


m 2 bam. mp (mi. m), 
p Tons t fo». (2.7) 
ge x Pao 十 Putiki. 
(3) 设 5 二 可 一 0, 这 时 ,由 (2.11) 得 Pm 0, 05,47 O, 


而 方程 (2.15) 为 


= > bam. 十 fau (k=1, t m), 
Å Sn, . (218) 
g x Pana 十 PssíB. 
A. M. 便 里 叶 首 先 研究 的 是 方程 (2.18) , 随后 又 着 手 研究 调 
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节 系 统 的 更 为 普遍 的 范式 方程 , 即 是 : 


ja = S, bns Af (a) G =l, -ean 


g= 2j Paas 
其 中 点 是 给 定 的 常数 .方程 的 这 一 形式 非常 宜 于 用 来 进行 某 些 
普遍 性 的 讨论 ， 并 且 它 符合 某 些 实际 存在 但 本 质 上 又 异 于 以 上 所 
曾 论 及 过 的 调节 系统 . 


(2.19) 


$ 3. 间接 调节 系统 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 作法 


《一 ) 我 们 研究 器 接 调 节 系 统 , 即 方程 组 (2.18) , 其 向 量 写 法 
X: 
y= 4y + bi, 
E= f(o), (3.1) 
o = ey — PË, 
iX b, c. y TE n 维 列 向 景 ,4 是 xn xz 的 平方 矩阵 ,ss, ec, 0 是 纯 
B, c 是 一 维 的 行 疝 量 , fCo) 满足 条 件 《2.6) , 即 


afla) 2 0, 3Xjo s 0 Ft, 1(0) 一 0。 G2) 
变换 
X Ay + bë, 
o = c'y p } (3.3) 
将 系统 (3.1) 化 到 系统 
x — Ax + bf(o), 
à = cx — of(a), j Que 


由 变换 (3.3) 得 出 : 如 果 y R8 — 0, 则 x,o->0, 反 之 ,我 们 希 
Hh x, o 一 0 能 够 得 出 y, E 一 0, 这样 就 可 以 保证 系统 (3.1) 及 
(34) 的 稳定 性 [本题 是 等 价 的 。 为 了 达到 以 上 目的 , 变换 (3.3) 应 
该 可 以 由 x, o 唯一 地 解 出 ;点 - 而 (3.3) 式 是 含 让 x 十 1 个 未 知 
HÉ a 二 1 个 一 次 方程 组 , 故 其 系数 的 矩阵 应 该 是 非 奇 异 的 , 换 句 
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话说 ,矩阵 


的 行列 式 必 须 晃 于 零 . 
假定 4 是 非 奇异 的 , 故 4™! 也 是 非 奇 异 的 ,因此 和 矩阵 
b 3) 
0 1 


也 是 非 奇 寞 的 


故 
4" D A b E A-'b 
[o ede) 

也 是 非 奇 异 的 。 计 算 其 行列 式 ,我 们 得 到 

Pc edb, (3.5) 
”这 是 一 个 加 在 控制 参数 (E b.c KiE e) 上 的 ,使 变换 (3.3) 
为 非 奇异 变换 的 条 件 ， 以 后 ,我 们 假设 它 总 能 满足 , 这 样 , 我 们 就 
可 以 自由 地 运用 非 奇 异 变 换 (3.3). 

我 们 提出 这 样 的 问题 : EERE A E AR o) tE 
EER (o) WERE (3.2)) 的 情况 下 ， 来 寻找 系统 的 渐 近 稳定 
性 的 条 件 ， 现在 所 指 的 这 种 类 型 的 稳定 性 称 为 绝对 稳定 性 . 

注 1. KEDERE 4, 如果 共 特征 方程 的 根 均 具有 人 负 实 部 , 那 
末 我 们 就 称 矩 阵 4 为 稳定 的 。 实际 上 ， 这 睹 示 了 这 样 的 事实 : 杀 
fe x — Ax 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 ，4 是 稳定 的 (在 上 面 所 
指 的 意义 下 )。 

以 后 ,我 们 将 处 处 假设 矩阵 4 移 全 部 特征 根 有 非 正 的 实 部 . 
这 个 要 求 是 由 下 面 的 原因 所 引起 ， 如 果 取 线性 特性 的 o) = so 
Ce > 0) 作为 Koa), 则 系统 (34) 有 端的 矩阵 为 

A be 
e BA eno) 
并 且 渐 近 稳 定性 要 求 这 个 和 矩阵 是 稳定 的 。 如 果 & 一 0, (3.6) 的 特 
征 方程 的 特征 根 为 多 项 式 
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| ic 5 |- -a4 — 411)=" 

2R MEIR NER 4 的 特征 根 。 由 此 看 出 , 在 6 很 小 的 情况 下 ， 
ABB (3.6) 的 特征 根 之 一 是 一 个 很 小 的 让 , Tf T XB EB RS ELE 
特征 根 很 小 地 蜡 于 矩阵 4 的 特征 根 . 如 果 和 矩阵 4 的 特征 根 具有 正 
K, MA e 很 小 时 ,《3.6) 的 根 也 具有 正 实 部 ， 故 系统 (3.4) 在 
1(o) 一 eo 的 情况 下 为 不 稳定 的 ; 另 一 方面 ， 如 果 要 求 统 系 (3.4) 
是 绝对 稳定 的 . 则 它 在 任意 f(0) (只 要 满足 条 件 (3.2), 特别 是 可 
LAE fo) 一 eo) 的 情况 下 应 该 是 稳定 的 , 因此 和 矩阵 4 的 特征 根 不 
可 能 有 正 的 实 部 . 


5 
注 2 条 件 A 一 | "A |x 0 也 保证 了 系统 (3.4) 不 存 


在 另外 的 奇 点 《 除 零 点 以 外 )， WEE, 系统 (3.4) 的 奇 点 可 由 方 
程 组 
Ax + bilo) = 0, 
cx — pflo)—0 } (o3 
找到 。 但 因为 出 于 条 件 〈3.2), DUE o = 0 Ff Ke) = 0, 则 方程 组 
(3.7) 有 唯一 解 x = 0,0 = 0, 所 以 系统 《3.4) 不 存在 漠 于 零点 的 
特别 是 , 如 果 和 矩阵 4 是 稳定 的 , 即 det4 Æ 0, 并 且 条 件 〈3.2》 
及 (3.5) 满足 ,保证 了 系统 (3.4) 路 零点 以 外 的 任何 另外 的 奇 点 是 
不 存在 的 . 
(二) 我 们 研究 系统 (3.4), 假设 甜 阵 4 为 稳定 的 , 从 系统 的 
最 简单 的 例 于 
á = —ax -+ bf(o), } 
à — cx — pf(o) 
着 手 研究 . 这 里 *, cy c, a, b, o ZAE, a 7 0, 对 于 系统 (3.8), 
我 们 找到 形 如 


(3.8) 


V = ax? 十 MOS a0 
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BOSE REGAL ERA, spud 
Poe -—2oxax! 4- 24f(o)x — ef'(o), 


这 里 dmabt e, USC P 为 负 定 的 条 件 为 p> 0 及 


| -——2aa d | 
= 2aa0 — d^ 0, 
d —P | 
Bp 
2 
(ab + <) — 20ap « 0, (3.9) 


go) = (ab + EY — 2aeo = E + ahe ~ 2a0) + E, 


这 样 (3.9) TARR ga) — 0. AFH e-—0t8f,g(0020. Hoa 
足够 大 上 时 ,也 有 g(a) > 0. PFDL In SUR ATOESEHE e, (0 Los 
<a) 使 得 g(a) = 0, gla) = 0, MH a «o os Eb LE go) 
«0. RERE, gCo) — 0 有 凑 个 相 异 正 实 根 的 充分 必要 条 件 为 
bc < ap, HH 


L Cbe — 2ap) — A (be — 2aoy — Pe 
Inr eb, 252 mal 3) Hla 2 GN 


x 2B 
— —(bc — 2ap) + (Be — 2a0) — be 
25 i 


我 们 只 要 取 a 满足 a 之 a < w。 则 得 出 了 是 正定 的 ， LT 


的 :如果 了 具有 无 限 大 的 性 质 (或 者 方程 (3.8) 的 每 个 和解 部 是 有 界 
的 )， 则 在 任意 初始 抗 动 以 及 在 函数 fo) 任意 选取 (Co). 满足 条 
HGD 的 情况 下 ,系统 (3.8) 的 零 解 是 疡 近 稳 定 的 ， 
现在 转 到 一 般 情 形 的 研究 , 即 对 系统 (3.4) 进行 研究 
A. M， 和 鲁 里 时 首先 对 系统 (3.4) 引进 如 下 的 李 雅 普 诺 夫 函数 
V (x. c) = x Bx [ Koldo, (3.10) 


这 里 B >90, BK =B, 这 是 在 整个 (x, 0) 空间 办 的 正定 函数 
V(0, 0) — 0, FERR V RE 3E— Dua dg SS IRR E SER, 此 
外 ,了 是 一 项 的 和 : 对 所 有 x 关 0, 第 一 项 为 正 ; 对 所 有 ov 天 0, 第 
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二 项 为 正 。 因 此 其 和 仅 在 x 一 0,o 一 0 时 为 零 , 其 它 都 是 正 的 . 
函数 7 的 由 于 系统 《3.4) 所 取 的 导数 为 
Plx, o) e x Bx + x Bx + f(o)6 = x'( 4' B + BA)x 
+ (B Bx + x' Bb + exile) — ef(o). 
我 们 给 定 对 称 正 知 阵 C《 即 其 所 有 特征 要 为 正 的 和 矩阵), KERE 


4B 十 B4 一 一 C (3.11) 
BUxEERABEE 下 ,按照 第 二 篇 第 四 章 定理 22, 方程 (3.11) 的 解 存在 ， 
HAR B BEEN. 
注意 到 关系 式 
b Bx -- (BbYx, x Bb =(BbYx, 
最 后 ,我 们 得 到 


P(x,0) =m —x' Cx + 2f(c)d' x — ef(o), (3.12) 
这 里 de Bb+ Z, 


显然 ,有 
—P (x, o) = (x — Ko) C70 €(x — f(0)€ 'd) 
+ Co — d C7 dofo), 
因为 矩阵 C 是 正 的 , 则 
(x — foyd C7) C(x — fo CD) 
= (x — f(a)C"dYC(x — f(o)C^d) 
是 关于 向 量 x 一 万 c)C- 坦 投影 的 正定 二 次 型 , 因此 条 件 e 
—dCcoOdjk-—V(x,o) 作为 变量 mx 及 ac) 的 二 次 型 的 
正定 性 的 充分 条 件 。 
XP = —x'Cx— 一 op(c) + 2/0) (26 + EE 负 定 性 
的 讨论 , 正 可 以 采用 下 面 的 方法 : VO 为 x, [(o) 的 二 次 型 , 为 了 对 
Br Be x. f(o) 有 一 交 2 0， 如 所 周知 ,必须 满足 (za 十 1) 个 薛 尔 
维 斯 特 尔 不 等 式 , 因为 C > 0, 所 以 前 = 个 不 等 式 已 经 满足 , 剩 下 
最 后 一 个 不 等 式 为 
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C -(Bb+ Że) | 


1 

一 ( Bb 十 » e) p 
这 就 是 对 所 有 x, fo) 0t, —P — 0 的 充分 必要 条 件 。 因为 
€ 为 正定 , 故 5 一 也 是 王 定 的 ,所 以 矩阵 


e ug 
0 1 
的 行列 式 为 正 .因此 二 个 矩阵 之 积 
C^? 0 C 一 Bb + i e) 


0, (3.13) 


dr I2 
0 1 (55 Le) p 
zi Ly 
E —C (25 + 2 e) 
一 一 1 " 
(55 ie) p 
的 行列 式 除去 一 个 正 因子 外 与 (3.13) 相同 , (3.13) 等 价 于 
1 PE 1 
o> (Bbtie)c CI (3.14) 
fi. 考虑 
ï= —Dx + f(o)b, 
ó = ex — pf(o), 
这 里 D = diag Ca. M Ba)» gu au, E P*j, up 0 c 
-—]1. "etas n), 现在 选取 C == diag( di, 5, 2,5, IX BE 4,7 UN 


H SB + BA = CHE 
B =~ diag( A sa da), 


2u 7 * 2n. 


" ^ i 1 
C^ == di (t. A E i.) 
AA 4. 
(by = 1 (hs, zi Sade. 
2 514 ln 


因此 , 不 等 式 (3.14) 为 


. 47- 


E 十 从】 ,我 们 找 出 其 极 小 仿 。 显然 每 个 括号 平 
JEMEN o Hiu. AABS bo c 同 号 ,我 们 不 妨 假设 加 ， 


ca > 0 AE TCR, X el aycV/ b. 时 ， (ue LE +2 为 极 小 、 当 
b.e, <0 时 ;括号 平方 最 小 值 为 零 ,内 此 


fist 


这 里 64 = 1, M Pe 之 0 时 ; 其 它 情况 ex 二 0。 这样 ,在 广 种 简 
单 博 况 下 ,给 出 了 2 值 的 一 个 下 界 ， 
现在 我 们 来 证 明 下 面 的 定理 : 
定理 3.1: WTE 4 是 稳定 的 , ME? REAP (3.14), 则 
系统 GA 的 零 解 是 绝对 稳定 的 。 
首先 ,我 们 和 证明 不 等 式 
D 十 ed- 由 >>0 (3.15) 


成 立 。 如 果 有 不 等 式 
—e' 47b < dc-d. (3.16) 


那 末 , 显然 (3.15) ARY, 下 面 我 们 用 反 证 法 , 假设 (3.16) 不 成 
XL, HD —c 47b > d Cad, 我 们 可 以 取 2* = —c'/47'b, 这 时 
€x — e*f(o) = 0 


的 系数 行列 式 为 零 ， 故 方程 组 (3.17) AIREA x= x? ,0 一 of. 


- 25 m — [EE Ge bic + ÈZ ces — ei). 


WE x= x, a [or tj, V 795€. B&n., m T * 
>Cd, 收 一 六 为 焉 定 , 由 此 得 出 矛盾 , 故 由 不 等 式 (3.14) 可 以 
推出 不 等 式 (3.15)， 在 上 节 注 2 中 已 经 指 争 , EREA (3.15) 成 
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立 的 情况 下 (这 里 已 假定 了 4 是 稳定 的 ) ,系统 (3.4) 有 叭 一 的 奇 点 
x—0,970, 

B. A. cH 0758 — 4M US, 在 证 明 系统 (3.4) E JURE 
的 全 局 稳定 性 时 ,可 以 去 挤 XERA feodo 一 oo， 当 jz| 


一 oo 时 】 的 这 个 条 件 ,这 里 他 证 明了 系统 (3.4) 的 每 一 条 正 半 轨 
RREAN. 借助 于 第 一 篇 第 一 章 定 理 3.6， 得 出 了 全 局 稳定 
性 的 绪论. 


研究 区 域 
V<l, |a = ax] <N, (3.18) 


部 然 ,这 个 区 域 是 有 界 的 ,因为 从 第 一 个 不 等 式 得 出 x Bx «c 1, 8] 
关于 x 的 有 界 性 ,而 从 第 二 个 不 等 式 得 出 o BH FUE, 

如 果 P(xo. 09) 是 相 空 间 的 任意 一 点 ， 那 末 取 ! 及 六 足够 大 ， 
使 得 点 PCs, oo) 位 于 区 域 (3.180 内 ,下 面 我 们 证 明 , 从 点 了 3 引出 
的 系统 (34) (8 LR , 35 2 9 0 时 ,不 从 区 域 (3.18) 内 引出 . 

事实 上 , AX P HAER, 故 (3.18) 的 第 一 个 不 等 式 不 能 破 
坏 , 由 方程 (3.4) 我 们 得 到 

Z (a — e A71x) = — (P + c' A7 b)fCo), (3.19) 


HEEE , 轨 线 不 能 通过 区 域 (3.18) 边界 的 平面 部 分 

6 一 ed4-x 一。 
这 是 因为 , 当 六 足够 大 时 , 有 a 27 0, Kil) 2 0, 而 由 《3.19) 得 
H: o 2 (a — e'A71x) 二 0, 故 (3.4) 的 积分 邮 线 在 区 域 边界 约 
这 个 平面 部 分 不 能 由 内 向 外 。 同样 可 证 明 积 分 曲线 在 区 域 边 界 鸭 
平面 部 分 cc 一 e47-x 一 一 六 上 也 不 能 由 内 向 外 。 这 样 ,利用 第 一 
iE — CE BE 3.6 得 出 系统 (3.4) ERE ER) FE DE. 

《三 》 现 在 研究 系统 (3.4) 

x dx + bile), } 

ó = c'x — ef(o) 
pika AARRE. 一 定 可 以 选取 适当 的 坐标 系 
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统 , 使 得 系统 (3.4) 可 以 化 为 
& = Ax + fo)b, 
ý = alle), (3.20) 
ġ — e'x + 2£9 — 0fCo). 
这 里 4 是 稳定 的 4 Xx nip, x, b, c iE 0 pE, E,d, 0. € 
A^. JUUL. REA IER DE IR E 


zu — agn 十 … 十 Ginkxnt (jl, ,nt D, (3.21) 


其 特征 方程 有 一 个 零 根 , 而 其 会 的 ”个 根 都 具有 负 的 实 部 ， 
在 方程 (3.21) 中 ,借助 下 面 的 变换 式 以 了 来 代替 变数 xs 中 之 


y 7 by 十 bari ctt Rte. 
其 中 LATER Pupil, 使 得 变换 后 的 方程 具有 下 
面 的 形式 


di : 
ni 我 们 应 该 得 到 恒等式 
< 一 > b zu 3 > bilant cra, artnr) 77 0。 
PET a T. 我 们 就 得 到 下 面 一 组 齐 次 代数 方程 : 
dikbi T anb: 十 "AE E443, P1 zs 
nds MES (3.22) 


因为 方程 (3.21) 的 特征 方程 有 一 个 等 于 零 的 根 , 故 方程 组 (3.22) 
的 行列 式 也 等 于 零 , 因 之 它 有 对 与 的 解 . 并 且 这 些 常数 不 全 为 零 . 
为 了 确定 起 见 ,假设 bua ve 0。 我 们 就 可 以 用 7 来 代替 变量 nua, 
ERK n RETE RTA y, 表示 之 。 用 变换 式 


i Tod bx,dm ud (3.3) 
来 变换 方程 (3.21) 后 ,得 到 
dy 


- 0, 


di 


d dx 
LH = 一 一 一 ai Toc asat 5-1 


dt dt 
S| aayi E ttt 十 anyai 十 fau 
Pu 
x (» — hy —-:— bayn) baig (an =a P &) yi 


^l 


4e ( as, 一 tmn 2 ,1 255 
b y "SUN y» 


"41 
BD 
dy = 0, 
dt 
7 (3.24) 
de TAE c bay. b py. 
这 里 
a% = lk 一 4, ntl brs 
Ca] 
p: 一 dst G, k= 1,2. 7,0). 
bn+l 
方程 组 (3.24) 的 特征 方程 具有 下 面 的 形式 
aà ah ocn aia b 
ad am I Gn P: 
RE ara E A -, 
; am an aan — 1 pa 
| o 0 9 —À 
分 解 为 方程 2 一 0 及 
an ap se s fia 
* * * 
| 
am d ttt au 


因 特 征 方程 对 于 线性 变换 是 不 变 的 ， 并 且 在 所 论 的 情形 中 有 
n 个 具有 人 负 的 实 部 的 根 , 则 方程 (3.25) 所 有 的 根 都 具有 负 的 实 
LA 
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下 而 我 们 再 作出 变换 , 目的 是 使 得 相当 于 方程 《3.24) 中 不 出 
现 psy 的 项 ， 为 此 ,我 们 从 


aayi H ctt b ahy. H py 0 (3.28) 
解 出 y 为 ”的 三 数 ,因为 方程 (3.25) 没有 零 根 , 故 
l ia ctt an | 
A=| -i +0 
am tt d. 
ity, yo tto ya X (3-26) 的 解 ,显然 
—p a tt aja 
站 一 一 ay. 
A 
Pn 852 Ls 
ah aaa — P 
yo reee = gay. 
du cc] Gini Pa 
对 系统 《3.24) ERK 
yy (3.27) 
后 ,我们 得 到 
ue 


dé dy dyž * * 
A 一 H e a 十 十 a 和 %ys 十 
di dt dt m z Py 
= aX t yf) eco b a. H yz) c by 
cp ahi, Hay deco dr aS ya d puy 


zm aA «oe 
= ath 十 十 asl. 
Bp 
x erg; 
- (3.23) 


dE, 
M ahhh. 


故 经 过 变换 (3.23) 及 (3.27) 后 ,方程 (3.21) 化 为 (328), A 
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适当 选取 沧 标 系统 ,方程 《3.43 可 以 化 为 方程 (3.20)。 显然 ,二 个 
系统 的 稳定 性 问题 是 等 价 的 . 
下 面 将 讨论 系统 G.20) 
区 一 Ax + jlo), 
9 = afa), 
ó = cx + 288 — efle) 
的 绝对 稳定 性 问题 ， 这 里 4 是 稳定 的 > X s E, x, b, cE nE 
HB, m. a, 0, P, E EAR, 
BEH, KEN ce 二 0 是 (3.20) 零 解 绝对 稳定 的 必要 条 
件 ,事实 上 ,如 果 有 绝对 稳定 性 , MRE e) = vo(v > 0) 的 情况 
F, 系统 (3.20) 的 霍 解 是 渐 近 稳定 的 容易 看 出 , 此 时 对 应 于 线 
HERA (3.20) 的 系数 行列 式 为 
一 2r6aw det A. 
并 旦 这 个 行列 式 的 正 负 号 应 该 与 det ESAE, 因此 , 应 该 
满足 不 等 式 ca < 0 (这 样 就 保证 了 所 得 线性 系统 等 征 方程 的 自由 
项 是 正 的 ). , 
对 于 系统 (3.20), 我 们 取 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 


V e 559 cx Bx 十 F f(c)do, (3.29) 


这 个 国 数 的 由 于 系统 (3.20) 所 取 的 导数 为 

Vo —x'Cx + 2f(o)d'x 一 2P(cy 十 2(8a + enflo). 

这 里 C 是 给 定 的 正定 a X s PEE CHURUERGEIB SE RSABER), 并 
HERRA (3.11). 

如 果 es 二 0， 则 可 以 用 这 样 的 方式 选取 正 数 5. (818 sc 十 
=0, 利用 前 而 的 讨论 ,如 果 不 等 式 (3.14) 成 立 、 那 末 对 于 正定 的 
V, HERT ERE x, n, f(o) 空间 内 是 任 号 的 . 

P0 的 集合 是 直线 x—0.0-—0. 但 因为 er 0, DW 
E 半 0。 南 此 得 出 。 如 果 在 所 指 直线 上 有 整 条 轨 线 ， 那 末 从 系统 
(3.20) 的 最 后 一 个 方程 得 出 了 一 0, 外 此 得 出 这 样 的 结论 : 学 标 
原点 是 位 于 这 直线 上 的 唯一 的 不 变 集合 ( 即 除 原点 以 外 ,六 一 0 不 
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包含 系统 (3.20) 的 整 条 轨 线 )， 由 十 第 一 篇 第 一 章 定理 3.6, Ri] 
得 到 下 面 的 结果 . 
定理 3.2: 如 果 满足 不 等 式 ce < 0 及 (3.14), 并 且 ， 除 此 以 
A, H | Kodo -> o, lo] -> oo 时, 则 系统 (3.20) 的 零 解 是 绝 
对 稳定 的 . 
现在 讨论 矩阵 4 的 特征 根 有 车 于 个 《但 不 是 所 有 的 ， 例 如 + 
个 ) 为 零 的 情形 ,这 时 适当 选取 坐标 ,系统 (3.4) 可 化 为 
xc Ax + f(o)b, 
à Kod, (3.30) 
ó = cx + 2e/n — of(o). 
这 里 4 是 稳定 的 pX n 矩阵 , x, b, c En ETE me d Ep E 
Inf, c. 2 RAR. 
对 系统 (3.30) 作出 李 路 普 庄 夫 函 数 


Vx, yy ay 一 了 MT 十 i x Bx OAA 


这 里 括号 内 的 项 如 前 记述 . MÉ—AGEXBER, XV IE (x, q. 0) 
的 整个 空 司 是 正定 的 ,由 计算 得 出 
一 Ọm { 一 *cx — pPKa) 十 2f(o) ( Bb + le)s | 


二 2(Md + eYsií(o), 
A'B + BA= —C, 

WRZL anaim t AERE TAERE) M., d, e 使 得 

Md c e- 0, (3.31) 
R, RICHT EXEBU ETE SEDE AGREE V ARKEA, 2 
x,jf(o) s 0i, 4 —P 20,25 x — (0) — 0,m s 0l, E 
一 0. 由 李 雅 普 诺 夫 第 一 定理 人 《 即 第 一 篇 第 一 章 定理 3.1) ,我 们 可 以 
得 出 (3.30) 的 零 解 是 稳定 的 。 或 者 可 利用 第 一 篇 第 一 章 定理 3.7 
得 出 渐 近 性 质 ,定理 中 的 集合 王 相 当 于 zx 一 0 一 0, 假如 (3.30) 
的 一 个 解 在 五 内 ,出 


x -— 0, 
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5 *t 0, 

d = 2e, 
由 此 em 一 0, KOPE r= 0, a = 0, ey 一 0 是 第 -篇 第 一 章 定 
理 3.7 中 的 集合 M， 当 :一 co 时 ,所 有 的 解 都 按 近 于 这 个 平面 ， 
这 个 平面 上 的 每 个 点 是 系统 (3.30) 的 平衡 位 置 . 


$ 4. 直接 调节 系统 李 雅 普 诺 夫 函 数 的 作法 


《一 ) 我 们 研究 直接 调节 系统 


ž = Ax + bile), 
o —cx, } eun 


这 出 《4 是 稳定 的 x X nR. bA n ERA e, e 是 > 维 的 行 
Fg. f(o) 是 满足 条 件 


flgjo 守 0， 当 gg 关 0 时 (4.2) 
的 连续 函数 . 
对 系统 (4.1) FERRAN 
V — x Hx NOT (4.3) 


这 里 B D> 0, 所 以 在 8 > 0 的 情思 上 ,把 了 作为 xs KRIZ 
时 ,VV 为 正定 的 , 且 是 无 限 大 的 . 我 们 的 问题 在 二 , t BTEC 
及 参数 6 的 选取 来 保证 六 的 负 定 性 


不 难 计算 
dV , Py do dx 
一 一 ^"xBx-c-xBx- a) 一 -一 一 
dt CXTRA dx dt 


e (x A! + b I(o)) Bx + x' B( Ax + bf(o)) 
+ BfCe)e'CAx + bio) 
一 一 ziCx 十 22xfo) + BC'of (o). (4.4) 
这 里 
4 了 3 十 了 4 一 一 C。 (4.5) 
即 给 定 对 称 正 矩阵 C ORARIE SIE), TRISTE A oe PH TEE RE 
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2.2, 从 以 上 方程 可 找 出 正定 矩阵 B. (4.4) 式 中 
d= Bb 十 pd, (4.6) 


显然 ,条 件 eb S0 EY KAERDER. (HIE in td ve 
Ex (4.4) 考虑 作为 Cn 十 1) 个 变量 xi xs KIO 的 二 次 型 
ARR F RITAR o AE, BKE RIEA) 
dV OV dx , OV da _ ƏV dx , ƏV y dx 
dt Ox dt Oe di Ox dt Oc dt 
= (2Bx + gf(o)e ) Ax + bi(a)), 
由 此 得 出 ,在 


Ax + bj(c) —0 (4.7) 
的 集合 上 , HARE. AME n + 1AE n, xn. y5 
Ko) 的 空间 内 ,方程 [4.7) AAHAS, AE P. RRE x—0. 
7 一 0 REH THAKARDA ERA CAL) Riet 
秘 定 性 的 充分 条 件 . 
CD 假设 参数 8 及 和 矩阵 CC 这样 选 到 ,使 其 满足 条 件 
dC^d-— --gc'b, (1.8) 
这 时 ,有 
V = —(x — Cdj Y C(x 一 Cnid 站 ， (4.9) 
REHE, 4V {En +1 PA xn; e ra f 的 函数 时 ， 
P0, 并 且 它 仅 在 这 空间 的 一 维 直 线 x 一 CcCuf LRR, (8 
我 们 已 知 , P £k -EHR dx 十 引 一 0 了 到 零 值 ,因此 ,在 这 种 情 
癌 下 ， 这 两 条 直线 应 该 重合 。 于 是 ,我 们 得 出 结论 , Dri 
(4.2) WERTER TREH, WE, RITE o 考虑 作为 x 的 函数 ， 
MAH (4.7) 给 出 了 系统 (4.1) 的 平衡 位 置 . 如 果 这 样 的 平衡 位 
置 只 有 一 个 x 一 0, 由 于 第 一 篇 第 一 章 定理 35, 我 们 就 得 到 了 这 
个 平衡 位 置 的 绝对 稳定 竹 。 
定理 4.1: 如 果 存 在 满足 条 件 和 CI 一 一 2C 的 正 数 8 及 
正 短 阵 C, HERH (4.1) 只 有 一 个 零 平衡 位 置 , 则 这 个 平衡 位 家 
是 绝对 稳定 的 ， 
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(=) Hi FEWER, 
= 一 SKY， a) = afle), 
这 里 
S(x, o) = x'Cx — 2/0) (d' + £) x — ge'b'Co). 
如 时 S(x, g) 作为 n+l TER Fis "7775 Xas fle) 的 二 次 型 
是 正定 函数 , 则 P. 是 变量 xu. xs 的 负 定 项 数 ,保证 SC. 0) E 
定 的 薛 尔 维 斯 特 尔 条 件 为 (因为 前 = 个 条 件 自 然 注 足 ): 


C 一 (a + £) 
A (d+ £j — Be'b 
因为 是 正 的 ,所 以 C7 也 是 正 的 。 故 矩阵 
obe 
0 1 


的 行列 式 为 正 LER E — e BELA 


> 0， (4.40) 


c^ o C 一 (ad+ $) 
0 1 -(a« £) —fe'b 

E -c(44 £) 
5 -(a« £j —gc'b 


的 行列 式 除 去 一 个 正 因 子 外 与 人 4.10) 相同 ,因此 《4.10) 等 价 十 
; f CY uu c 
—fc'b 一 (d+ 2)€ (4*$)75, 
BI 
'bum(detYco(aat 
-geb > ( d re)c (e+ 53. (4.10) 
这 样 一 来 ,我 们 得 到 了 最 终 的 结果 ， 
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定理 4.2: 如 佘 可 以 选取 满足 条 件 (4.11) 的 正 数 jab sepe 
C, BI fs Sin (4.1) 的 零 解 是 绝对 稳定 的 . 
《四 ) 作为 例子 ,我 们 研究 :个 方程 
t= —ax + bf(v), (4.12) 
XE c= cr, r, a, b, c ÉSTE, a 0, 
如 果 方 程 (4.12) 有 唯 的 平衡 位 置 x we 0, DOR H E (4.12) 
零 解 的 绝对 稳定 性 的 充分 条 件 是 容易 得 出 的 , 由 (412), 我 们 有 


xz 一 一 am 十 之 exf(ex). 
€ 


E Vo—2r,d4x0nA2t be «0. 总 有 


说 往外 be sz 0 是 方 和 (4.12) 零 解 绝对 稳定 性 的 充分 条 件 ， 
用 上 而 所 讨论 的 关 法 ,也 可 以 得 出 这 个 充分 条 件 。 
(D HECRTE EX ARÉE 
V 一 ax? 十 MO (4.13) 
得 出 
Po (2ar + f(a)e)( —ax + bile)), 
PBA, Y DEER i r 及 EO) 的 负 定 函 数 。 


经 过 计算 后 ,得 到 
V = —1aax! + 2dxf(o) + befo), (4.14) 
这 里 
EN d 
d == ab > (4.15) | 
当 在 (4.14) 中 配 成 完全 平方 时 , (4.14) 可 写成 | 


eod (s D: ife) 十 (e 至 Z) Ro (416) 


根据 (二 ) 中 方法 我 们 取 PO) 的 前 而 的 系数 为 0, 四 此 ,我 们 很 出 
正定 的 方程 
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T Wink 


(* -«2) 
ab -— 0 — 
Be We 


el 
Zaa i 


或 者 


2.2 
ba + abea + ZE es 0, 


解 后 面 的 方程 ,得 出 = 一 — 55, TE (4.16) RRA a= 一 5 RI 
得 到 
c b 2 
P dins (= Z Eio) . 


如 时 方程 《4.12) E 39 E S BEE xm 0, XU 24 be < 之 了 时 ,我 们 
得 到 这 个 平衡 位 置 的 绝对 稳定 性 . 
当 在 方程 (4.12) 中 取 Ko) 一 sr 时。 这 里 s — 0, 不 难得 出 
(4.12) 零 解 绝对 稳定 性 的 必要 条 件 为 条 件 be xx 0。 
(2) 用 下 面 的 方法 表示 广 : 
六 一 Sx, 0) — ofle), 
这 里 
S(x, a) = 2aax? — (24 + c)xf(o) — bcf'(o), 
WRR S(x.o) 是 变量 x 及 f(o) 的 正定 函数 , 则 依 是 x 的 负 定 
EE XC, ERR Sx, a) 正定 性 的 条 件 为 
2d + 
«a > 0, Ge < —2aabc, 
以 后 面 的 不 等 式 得 出 gc 二 0, 利用 (4.15), 我 们 得 到 不 等 式 
ali: + obla + l)e + eoa « 0, (4.17) 
不 难看 出 ,因为 bc «0, 方程 
Dla) = ab + abla 于 1)c 十 (Ms = i) 


总 有 正 实 根 .实际 上 : 
— bcla + Dè Vbici(a 十 1» — Pea — 1» 
2b i 


9; = 


r 4i9 5 


d o, 75 oa AREE a > 05 > 0, 那 末 我 们 可 以 这 样 选取 a; 0 到 
aao, 使 得 不 等 式 (4.17) 满足 。 这 样 一 来 , 就 导致 了 以 前 
得 到 的 结论 , 即 bc « 0 是 方程 (4.12) 零 解 绝对 稳定 性 的 充分 条 
件 ， 

关于 矩阵 4 有 零 的 等 征 杠 的 情形 ， 也 可 以 借助 于 作出 李 雅 普 
诺 夫 区 数 的 方法 ,给 出 系统 的 绝对 稳定 几 的 充分 条 件 《 参 邯 151). 


$ 5. 带 两 个 执行 机 件 的 调节 系统 的 稳定 性 


近代 技术 给 出 了 许多 形形色色 的 调节 系统 的 实例 ， 它们 具有 
两 个 或 页 多 的 执行 机 件 : 因 此 ,期望 把 鲁 里 叶 以 及 其 他 的 建立 李 雅 
普 诺 夫 函 数 的 方法 推广 到 这 类 系统 上 ,是 完全 有 枢 据 的 , 
为 了 讨论 简单 起 见 , 将 研究 方程 组 (2.1) 所 描述 的 调节 对 象 ， 
并 且 假 定 它们 受到 两 个 执行 机 件 的 调节 器 的 作用 . 
怎样 月 李 雅 普 诺 夫 遇 数 来 研究 稳定 性 问题 ， 我 们 仅 举 出 下 面 
的 例子 来 加 以 说 明 ， 
研究 系统 
X Ax + bho) + gfhlm), 
di = cx — Pfi) 一 Pafo), (5.1) 
Gr d'x — Pafilo) 一 CAR 
这 里 4 是 a X n HIIRE, b, g, a En PERS FI FEL ER, e^. d' 是 xz 维 
的 行 向 量 , 01, 0), Pa Et ik. PA TELE ARREN, SEP AGE DIE. 
THRE C, 找 出 满足 《3.11) 的 矩阵 B, 对 于 这 种 情况 , 字 雅 普 诺 夫 
V =x’ Bx + t fi Codo, + I: hodin, (52) 


不 难 计 算 
V = —x'Cx + Z2eixh(o) 十 exto) — Pafilo) 
一 《pa  /)fiCoDfi(o:) 一 alilo), (5.3) 
这 里 
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d 
ei— Bb E, n-—Bg x 2, 
i aeu 2 


为 了 使 得 函数 —V EEE x. Ao), KoD 的 正定 二 次 型 ,其 充分 
必要 条 件 为 : Ae 


C — ĉi — e: 
—ei 十 eu £u " ^u 
Py + Pa 
2 " 
的 折 有 主子 行列 式 是 正 的 ， 
因为 矩阵 C 已 经 是 正 的 ， 花 尔 维 斯 特 尔 条 件 化 为 两 个 不 等 式 
[9 —€1 —"f£1 
C 一 el 一 cl eu E (Pu 十 Pan) 
r > 0, 2 3 
一 cl Pn 
—ei E {Pn + Pa) Pp 


显然 ,第 一 个 不 等 式 等 价 于 下 面 的 
ou > eiC!el, 
在 讨论 中 , 当 引 进 和 矩阵 


C —£1 
TON NER 
er Pu 


B (a + D HERE fea, — -E (Pn + Pa) | m e h, BEA 
薛 尔 维 斯 特 尔 不 等 式 可 以 写成 


£g > e/Cile, 


$ 6. LH TALES ERE TA CERES 23 i 
来 解决 绝对 稳定 性 问题 


近年 来 ， 在 自动 调节 理论 中 常常 遇 到 较为 复杂 的 多 维 调节 系 
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统 ,关于 其 稳定 性 的 研究 ,原则 上 可 以 用 李 凌 普 洛 夫 直 接 方 法 来 解 
决 .但 是 随 着 系统 阶 数 的 增加 , 在 应 用 这 个 方法 的 过 程 中 , 存在 次 
很 大 的 计算 上 的 困难 . 

F. N. 由 叶 尔 名 曾 用 向 量 李 雅 鞠 诺 去 了 明 数 的 方法 对 多 维系 统 
进行 了 研究 ,他 首先 将 原来 的 7 阶 系统 分 成 若干 个 子 系统 ,对 每 个 
子 系统 作出 李 雅 竟 诺 夫 函 数 《 当 然 假 定 每 个 子 系统 变 满 足 一 定 的 
条 件 , 例如 其 解 为 指数 渐 近 稳定 的 条 件 ), 然后 通过 原来 出 发 系统 
的 关联 性 , 得 出 rO 过 n) 阶 的 常 系数 线性 微分 方程 组 ( 称 为 辅助 
方程 组 ), 最 后 由 辅助 方程 组 平凡 解 的 渐 近 稳定 性 , 可 以 推 出 原 系 
统 的 平凡 解 的 浙 近 稳定 性 ，F. N. 贝 叶 尔 的 工作 对 于 解决 实际 问 
题 提供 了 很 好 的 方法 . 

A. A. 彼 阿 特 库 夫 斯 基 及 JL I| PERIERE E A. M. 
列 托 兴 的 指导 下 ,用 F. N. 贝 叶 尔 的 癌 量 李 雅 普 诺 夫 孔 数 方法 对 
调节 系统 

X= Ax + bfhil), o = d (6.1) 
Ý — duy 十 bhla), nex 
的 平凡 解 的 稳定 性 进行 了 研究 。 这 里 z, Yy 是 fiis 52 维 向 量 ， E 
ATILA m X om n X m BA fes BE ( 即 其 特征 方程 的 所 有 
根 都 具有 仙人 实 部 ); 0 < fler < oi. 0 — fi(o)oi — hoi. b E 
€; & n Hin] E b, e AE ni EAR. 


首先 研究 子 系统 
T= ux, (6.2) 
Ý = dy, (6.3) 
APEAWEU EE TEE ACRI. 


Vim xBx, V: =y By, 
这 里 B1，B; EFEK, KR Vi V 满足 不 等 式 
nlaj? S Vi S kalzi Anlyl? s Va S 2a] yl". 
由 方程 
A,B; + B,4, = —E (i—1,2) 
来 找 出 Bi. 8;。 方 程 中 为 单位 矩阵 , 那 末 对 V. E VicR m 
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—- o A At 


dV, ENT 
pu 3 i i 5 
dV; p 
EFA VW. 
最 后 ,不 等 式 
ILS ACT < Jlli llel :-1.2 
成 立 。 由 此 得 出 


[b CHE s oil ile». 
l5: fCo:)1l < lel Klele. 
4 in ll el, in = Killbjlllelll > 利用 由 呈 尔 方法 ， 得 
出 绝对 稳定 性 的 条 件 为 : 
haha 77 16A bAni5IA., 
在 同一 工作 中, 他 们 将 F. N. DUMORBSAGUNT UV 
运动 方程 


ž, 一 Pr +0, 
N PE E E A 0 A 
了 一 了 
Eha >0, r> 0, p <0, 0) 一 0,of(o) > 0, 他 们 所 得 系 


统 (6.4) 是 渐 近 稳定 的 充分 条 件 为 : 
pr -- 16(81 -- Bi -- fi -- 82) «0. (65) 


WEG Er 一 , 则 条 件 (6.5) 可 以 写成 


5 <I, (6.5) 
k-—1 


文中 指出 ,这 个 条 件 《6.5) 比 起 A，M， 列 托 夫 中 用 李 雅 普 诺 夫 直 
贸 方 法 所 得 类 似 充 分 条 件 
Saci, Bh (6.6) 
sie 1 一 orp 
ifi zi S 4E (6.5)' 在 系统 的 参数 空间 中 ,给 出 了 新 的 稳定 性 区 域 . 
我 们 利用 F. N. 风 时 和 尔 方 法 来 研究 更 为 一 般 的 非 线性 调节 
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系统 中， 得 出 这 个 系统 的 平凡 解 为 渐 近 稳定 性 的 充分 条 件 。 这 里 
应 当 指出 的 是 系统 中 的 表示 公共 的 (总 和 的 ) 控制 脉冲 信号 , 通 
MERGE = er, c&n 维 向 区 。 由 此 看 出 文 [7] 中 所 讨论 的 
系统 (6.1) 只 是 一 个 特殊 情形 ， 
另外 ,由 二 我 们 用 的 是 PN， 贝 叶 尔 的 思想 方法 来 处 理 问题 
《并 不 是 用 他 的 公式 ) , 当 我 们 研究 系统 《6.4) 的 稳定 性 时 , 所 得 讽 
分 条 件 为 
—pip,r? + 168? « D, (6.7) 
其 中 p= ma (A), 显然 这 个 条 件 比 [7] 中 用 F- N. 贝 叶 尔 


公式 讨论 同一 方程 所 得 充分 条 件 (6.5) 为 宽 . 
我 们 所 研究 的 非 线性 调节 系统 为 


di = AY + bhile), 
dx — 4 b ) 
ES = 413i T Ah), 
ee (6.8) 
zs Ax, + bo), 
g cx, 
这 里 x 一 col(zx®, ZEE. x, x, col( x(2, ik 29), 
t = col( xi, SES X 2295 x = col(xiP , ur 
TEE MEE EN 


gw, 十 2 十 … b n A n 
Air, cc LAB m X n Xm,-c,unX n, WASI ER 
阵 , 并 且 是 稳定 的 .。 boss 维 向 量 , c 是 = 维 向 量 ,o 是 纯 量 。 并 
假设 一 cx， 

[ACD x le], 

iXH D, 

显然 

1f CO] x Let ]xtP Em e ox xc | 


十 jz 人 t e t ledh (6.9) 


s lel. 


十 - -> 


这 里 < — max{ |eil, 
5788 r 个 子 系统 


4d 4x, (1,2, 
dt 
FL ee e RUBER OU. 4; 是 稳定 的 ,所 以 


e,r), (6.10) 


对 每 个 于 系统 而 言 
二 给 定 的 负 定 函数 wx...) 一 (xz 十 Bx 
可 以 找到 正定 的 
ZCOREENP ES p i Cpa, 


使 得 
cog) ~ 一 (zx 十-… H ai), 
这 里 C 闪 可 由 第 二 篇 第 四 章 54 中 E. A 巴尔 巴 欣 公式 给 出 , 并 
EEE AP > 0。 AP > 0, 使 得 
Ap 十， - 
< 


i 


现在 求 
dV, BELA dP .OV ax 中 
8x9 x dt 


de |66, Bx dt 
dim a0") 4.2 L—À bafi (e) 


| 


- f iit 
(GP 十 。 
M" bu hCr) < — Gi? + ee at) 

ar ov 
+ [25s] honlo + oe ons LEGI 
"n 
< —QGP o eam e Tune 2A 
Ox 


8V 
-+ lbn lhe |2 s x (1209] 
二 
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Eds ra 


< 


记 fulke = a lóin lle — hs. 
d 


m 
+ fa |È 2; e|] 
i=l j-1 
x ([siP] 十 -十 ja] e [aO] 十 nee o [a] 
+- 十 le] +- + EXE E 
mc. Tob x) + Ce L Eat] 
+ Je LH D H esee hs Cem Lt] 
Hyde ust | To EE 
eet |x? 十， -+ Jal) 


ea IE S 


=G A e H aR) + Caletel 


令 


令 


、4 


二 DJ 十 
十 二 DR 十 ne Ja 
十 jz] 


LIPS E 
4c pm 


By = lafe] deese ly el), 


= 


Bis, — lnl ei | + 下 


in 


2 
ex 一 (xf 十 -十 xin 


x {x 名 | t dS H P) H ee B ISP 


He af] Sr jm 


B, = max {B;} 


EE 

(x + o eap) Py ME 
TEOS[2PT] HEISST HiP] 

decree chat 十 

e — (xi?! 十 … H X99) 4n Bi Fee 


+ {Bul P] + H Bun Jel} 


26. 


)+ (Bule +--+ Bin, Ix 


十 ] «t? ] + e‘ H lI} 


ay 
iae 


a) 


E 


D 


。 十 EMDI 


xf 后 | H e a] de e dE He o Jal) 


假 没 
—1-bmB,-—-—(1—mB)--—0, 
0: = 1 — B, > 0, 
= pa opa 
+ {Bal P] + --* 十 Bindal H ef] 
Hoe t IER eee P] mel 
-r — Our F HT dese EA 
qoseccp- nr] |} 
十 >... 
TES Qux a 十 Bis, |x 吕 | 上 fx 多 | +-+ EFA 
Yee " Tul EXER PS E 


Qı 4 MEE Qi xf 


一 一 一 一 一 2i 


n 一 了 1 n— n 
(5 — m) 项 

十 Me aer Eg. |x 

seH [P] +e EU 


cvs 
uu ow. ME erc s. Do dit 
"uy m 

s —n «ng 


(5 — n) Ji 
十 ed de rc. | xo 
eee PIH H 1:21 


<an) x (= zt t) Bio — 2) 


2(n—n) 
x (a 十 eoo av" 二 ee o4 a ee 4 x er 
Eier 
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2 
x bilia eno at pese T e e al 


— gl H ee aD H 
> ol 2 20 


x s Br 二 
4c YR Sed e 
ES 


n — fH, 2 
UE ccs i A Bi 4 ao 十 B w =a p 
; C 1 5 1 


Za ioi 他 EE uL» TRU 十 … 


十 x = 二 xf 十 ... 4 g e 


E Q: P, ws P 
< A 
da OV; dij? OV, dan 
dr hen Da dr aas "3s e dt 
= 一 (r 十 H ad) + a T € 
OV (y or 
+--+ pau ash) Sr) 
av ov 
+ [Se] + nnne 


X (|zf?] 十 十 jz Mesum LM 

令 

LEUTE 1n,*** fóra, dle = han, 

LLa H o dp x) 

+ PP es 

Eor H dC] noe Jeil lz2 D 

npe +e D] 十- 十 jz 人 | 

下 

十 [本 上 Ban, l mJ 

X {lH 12D] He e IP] He 11] 
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其 中 
B = la jei] 二 2 NOVAM 


easesearras 


By, mE lale i Ld RDUM 


ES 
Bi— max {Byz}. 


EE E 
& —(a By H sepu 


+ {Bal P] +- 十 Bal |} 
x {fP t e t fP] H pP EIL 
十 jx 只 十 十 jz 人 e elm 


令 
—l1-mBie (1 — nB) = — Qr, 

假设 

Q,71-—nB;-—0, 


一 —QGP 十 um 
Ub By dsl) 


*dBalz?| + > 

x ael To dE [aL e Ju? 
Tot d Ee xn dx 
« — GU 二 ZR 

4 — P. (Bio sso BLOOD oe atn 


20. 
aD pese pP ap eee xf ee 4e ut 


9 — (Bh + e + Bl)eB, 


20, 
有 
by ym quy 
1 AP fe 


同样 可 得 
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di 24; AR AP 

d Sap gap tou t HY, (6.11) 
aV, P, P, DES 

a M iE 了 和 


注意 (6.11) 右 端的 系数 行列 式 具 有 负 的 对 角 元 素 , 并 且 非 对 
角 元 素 是 非 负 的 , 故 满 足 第 二 篇 第 五 章 引 理 3.2 的 条 件 . 
考虑 辅助 方程 
A B bog osse 
dt 249 AP Am 


dV? P P 
和 


vi, 


dt Ai! 24$ (6.12) 
A B poaa Dn ya paad O a 
dt AQ 1 * AO Vi 23 24t? m 


由 第 二 篇 第 五 章 引 理 3.218 V< Vf, BrEA im R RRR 

(6.12) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 , 故 有 
lim VIxD,-.., ep) 0, 

因为 V, « V?, UR lim VGP, e, 222) - 0, 而 Vi 是 x 外 ,…， 
st BERKE, MH m V, =0G=1, s, 7) 一 > cime) 0 
G= 1, 7.0), BU EE (6.8) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 。 KAF 
面 定 理 . 

定理 6.1: 如 果 2. m1—52, 0, h B= max (B4), 
同时 方程 组 (6.12) 的 系数 满足 使 (6.12) 的 特征 方程 的 根 具 有 负 
实 部 的 劳 思 - 霍 维 获 条 件 ( 即 给 出 了 调节 参数 应 满足 的 不 等 式 ), 那 
末 非 线性 系统 《6.8) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 的 . 

举例 ; 飞机 级 网 运动 的 方程 (6.4) 
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2,7 —p,x, t 0, 
à X, Bx,--rpa —f(o) (5—1,2,3,4), 
1 


3X8 o, 27 0, 7 2 0, $34 0, (0) [= 0, o0f(0) > 0, 250 $0 时 ， 
不 破坏 一 般 性 ,可 以 认为 o, X 0 X esi A. 
VERE SR B (6.4) 分 解 成 二 个 子 系统 : 
£,— —p,x. 
ò = —rlpje (5 1,2,3, 4). } no 


XE £t (6.13) 作出 李 雅 普 诺 夫 函 数 


V, xicoxic axi x 


V; -— gl, 
Li —a(s ues E) 
dt |i dt dt ， 


xd 2lnC— p) coute-€B x( — p4)xa + xo 
Heee tral S2) Gi e 二) 
+ della] + .+ nat 


«2[-8- Gt oen e 4| 
2 Zo 


4 
—pV, 十 一 Va, 
P. 


dV, 


| 
di lEs 


E 
= 20 (—r plo — Ke) 9 x) 
«2 [riale $3 ndo] 
= — ziel r a 

a [- £&- 0 Is lel 


AA 2 EA 4 
一 一 一 一 0 十 【2 g| 一 一 一 g 
4 TASEI | 4 


EID 


A — BL a tad Ll] 


«2|- Lrlple  —— git 
8 rel 
1 2 1 
x vxlsrs: pl 
8 r | p2] els Bii 8 r [pil 
十 -2 gd — rinle + 一 2 gal 
r|eil 8 rll 


1 2 
=2 |- 1 rale +- 
3 ripa rp 


x (Bint + Bid + pend + fi] 


令 
Po max{ fi, £2, B5, P1) 
«2 |- riel sae. 28 eu i) 
2 r | eil 
2 
zi ey ptg 
r |pzl 
Bp 
Wig- p, S a, 
di 1 
(6.14) 
dV, . Ag 
Sue SEE V,— ripaal Va 
其 辅助 方程 为 
本 
pv? + Vy, 
i á (6.15) 


av? 4g 
r -Tt — rlevi. 
系统 (5.15) 的 零 解 为 渐 近 稳定 的 充分 必要 条 件 为 
pır | pa] ne DB. 
pi r| pal 
Bp 
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Arpi — 168^ > 0, 
一 pir2pi 十 168? < 0. (6.16) 
因为 
V,« Vt, 
Vis VI, 
所 以 如 果 (6.15) FREAR, R L2 £9 oo 时 ,有 
Vi—0, V4— 9, 


而 


一 好 十 好 十 好 十 丰 Vie. 
故 当 满 足 条 件 (5.16) 时 , 系统 (6.4) 的 零 解 是 绝对 稳定 的 , A. A. 
彼 阿 特 库 尔 斯 基 等 剖 用 贝 叶 尔 的 公式 ， 得 出 使 (5.4) BUSERE OU fb 
对 稳定 性 的 充分 条 件 为 : 
— orp + 1681 -- 8i -- B -- F2) «0, 

显然 , 我 们 这 里 所 得 条 件 (6.16) 要 比 上 述 条 件 为 宽 ， 

ibl: A. H. 重 里 叶 曾 研 究 过 调节 系统 的 瑞 为 普遍 的 范式 方 
程 , 即 是 


T 一 D baie + hafla) (R=1,2,..*,7), 
z «=1 


a= 2) Panas 


其 中 h 是 给 定 的 常数 ， 
我 们 可 以 将 其 写成 同 旦 形式 
Sx xd hile), i 
di (1*) 
g — cx, 
ERAR n x n REEE, h = colh, A, x = coa, 
ee, Ep), € = coler, ttt Cande 


我 们 仅 对 
TX 


P x` d, 0 
FIDE x Jes (2") 
t 
Y. .0 A vr 
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进行 了 研究 ， 至 于 更 -一 般 的 系统 (1*) 的 稳定 性 问题 ,完全 可 用 
[8] 中 同样 的 方法 来 进行 讨论 , 先 将 
En 0^ 
am| ) 
.0 4, 
然后 对 4 中 的 参数 《在 A, Az cA 中 不 出 现 的 ) 进行 估计 ,给 
出 系统 (1*) 平凡 解 渐 近 稳定 性 的 充分 条 件 ,这 里 不 绸 重 述 . 
注 2: 考虑 系统 
dx +k 
T Ax, (1**) 
这 里 x = cor ti, ta), Zu En Xz> 阶 的 实 对 称 矩 阵 , 并 
H.]4 — AE] 二 0 的 所 有 杭 都 是 负 的 (因为 矩阵 4 是 对 称 的 , 故 其 
特征 柜 是 实 的 ) ,在 这 秘 情 况 下 ,我 们 可 以 方便 地 取 
多 一 好 十 -十 地， 
a| 
dg iu 
RE p > 0 d& | 4 一 pE | = 0 R ROAR E BRUN. 
m Q*5 得 


= 2x'Ax € —2p(xl-r codex) —2aV, (2'*) 


V < Vae 075). 
mV (aC), s. aD) — 0, 
{EX 
ACTO , 77, x40 ) 0 n Q2 E b nOD, 
故 有 
limz Ge 一 0.………， lim x, (2 — 0, 
以 上 可 以 不 用 第 一 篇 第 一 章 定 理 3.2〈 即 李 雅 普 诺 夫 关 于 稳 
定 铂 的 第 二 定理 ), 而 直接 得 出 (1**) 的 平凡 解 是 渐 近 稳定 性 的 结 
ie. 但 一 般 说 来 ,矩阵 4 的 对 称 狂 的 要 求 是 很 强 的 ,但 也 有 这 样 的 
情形 ,矩阵 4 不 是 对 称 的 , 但 可 将 系统 分 解 或 一 些 子 系统 , 而 使 子 
系统 的 和 矩阵 满足 对 称 的 条 件 。 仍 以 飞机 纵向 运动 方程 作为 例子 ， 
fxs = 一 pory to, 


dt 
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do ~ Dy Bors t rpa cd) (= 1,2, 3,4). 
t 了 = 上 


其 线性 部 分 的 行列 式 为 


1 
0 — o: 0 0 1 
A ma 0 0 ~o 0 I 

0 0 0 —ps 1 

(08 B E B rt 
显然 , 4 不 是 对 称 的 。 但 如 果 将 系统 分 成 二 个 于 系统 


d 一 — pes (s = 1,2, 3,4), 


dt 
do 
——— 3 g 9 
dt PR 
这 里 
— p; 0 D 0 
0 一 0 0 
A, m pı 


0 0 —n5 0 
0 0 0 —p. 
A= (rp, 
显然 41, A. 是 对 称 矩 阵 。 现在 我 们 将 系统 O (其 中 4 不 是 对 
称 的 ) 分 解 成 * 个 子 系统 ， 


H A, 0 Xi 

d . 。 x kk 

de | :| | . | | J (37) 
VE, / .0 Á, Ap l 


iCEB 4. 08s, 4 分 别 是 n X m,ccc. n, Xn, ERT ERARE , 
zx, = colli, eee, 40), ee p 7 colr, oin. 0), 
n t-e tn =n, 

并 假定 14; — pE] 一 0G — 1, 7) 的 根 都 是 负 的 . 
作 李 雅 普 诺 夫 基数 
V,— GE Re Rx min, 
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容易 算出 


dV, 

dvi < oy 
d Plris 
PP 
E “ 


Cof 之 4 分 别 是 14, 一 pE| 一 0 的 根 的 绝对 值 的 最 小 者 , i 一 1， 
eno) 
显然 有 
Hb em me 
因为 Vae (EO eoe 十 xn )， 故 可 得 出 系统 (3**) 的 平 
只 解 渐 近 稳定 竹 的 结论 。 
XC— REESE EE ZR Z5 G), 如 果 (1*) 中 的 4 可 以 分 成 


4, 0 
A-| ^v. LL 
(0 — A, 


其 中 A, oo, A ERRER, RUKTE EE (O1*) 的 平凡 解 
的 稳定 性 问题 时 33b eg DLE HIR EE ESTE ETE ADR EK 

V, = GP ero 1), 
然后 四 本 节 中 所 用 方法 进行 讨论 。 对 这 种 特殊 情形 而 言 . 显然 要 
简单 得 多 、 


$7 直接 调节 系统 的 绝对 稳定 性 包 


讨论 系统 
» = Ax + bf(o), 
om cx, 
这 里 4 是 稳定 的 x X 2 和 矩阵 , bx Ernte, ce 是 * 维 的 
TAE, f(o) 是 满足 条 件 
Ko > 0, M a0 (7.2) 


(7.1) 


的 连续 函数 。 

若 对 任何 适合 条 件 (7.2) 的 连续 函数 flo), 系统 《7.1) 的 零 
解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ,我 们 就 说 系统 (7.1) 在 角 《0, o0) 内 是 绝对 
稳定 的 。 

A. H. &'Brnpo9, A. M. JAER, HI. T. E57 5 de 00 8 F8 
构造 形 如 “二 次 型 加 积分 项 ”的 李 雅 普 谱 夫 函数 的 办 法 ,得 出 了 保 
证 绝对 稳定 性 的 判别 准则 。 [13] RAME, 这些 准则 是 无 用 的 ， 
赵 素 散 用 与 [131 中 不 同 的 方法 指出 这 些 准 则 是 无 用 的 。 并 指出 
产生 上 述 间 题 的 共同 根源 在 于 错误 地 把 中 间 变 量 o 当 作 独立 变 最 
来 处 理 ， 下 面 介绍 她 的 工作 。 

在 [101, [11] 中 研究 了 已 化 成 标准 型 的 直接 调节 系统 : 

scm A (KR=1,..,n +1), 


g = > FAXE. (7.3) 
k-1 


CEH or, r+ 是 系统 的 已 知 参数 , 且 所 有 px 具有 正 实 部 ,为 了 便于 
说 明 问题 : 设 所 有 p 是 实数 .) EA O, 00) 内 的 绝对 稳定 性 . 
由 《7.3) 可 得 


ú = J, bra — ri), 
其 中 | 


nil 


Be — rupis rm 一 Drs 
k=1 


A rl 0J4RABGHERRGEBUASEEA. [10], [11] 中 研究 + > 075 
iR. 

鲁 里 叶 所 给 出 的 判定 准则 是 : 

AML 若 存在 正 的 实数 A, a. c. Asus 使 方程 组 

EE EER zac dida a = 0 (7.4) 
tt Pk Y P; 
(k& 1,2 1) 

有 实数 解 Cay 看 作 未 知 数 ) , 则 (7.3) d ff (0, o0) 内 绝对 稳定 。 
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准则 中 ， 落 方 程 组 


n1 
Bio 2N T ag 24, 9, — iL 0 (7.5) 
i=1 Pk t Pi 


(k—1,-,24 0 

有 实数 解 , 则 《7.3) EA (0, 00) 内 绝对 稳定 ， 

列 托 夫 所 给 的 判定 准则 是 : 

车 存在 一 个 实数 R0, 满足 

4r R > 5 A ERAY (7.6) 
太一 了 Dk 

VW (7.3) ÆA (0, co) 内 绝对 稳定 . 

对 最 简单 的 系统 10, 

ON a >D, 

来 说 , 重 里 时 的 准则 工 和 列 托 夫 的 判定 准则 都 是 不 能 实现 的 . 

事实 上 ,此 时 准则 I 是 : 存在 一 个 正 数 4. 使 

Mitet T at 2al m0 


0, 


有 实数 解 , 即 | 
Atori2Vra+ 人 =0 
£i 
(8, -—— pur poem — 5) 
ARR. BD 


a+ Coo Vra) =0 
有 实数 解 。 但 是 , 对 任何 参数 o, r 和 任何 正 数 41, PEDI Ca 
看 作 未 知 数 ) 都 没有 实数 解 。 这 就 说 明 准 则 工 是 空 的 ,是 不 能 实现 
BS. 
此 时 , 列 托 夫 的 充分 条 件 是 : FER 之 0, 满足 
4rR > (1 — R8) š 
Pr 
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即 满足 


4rR > U + Rro) 
e 
BI 
(1— Rro <0, 
这 也 是 不 能 实现 的 . 


出 于 鲁 里 叶 的 准则 开 是 从 准则 工 中 ,让 d 一 0, 即 取 44 0 
而 得 出 的 。 由 于 我 们 已 经 指出 ,使 准则 I 成 立 的 正 数 4 很 本 大 存 
在 ,因而 在 准则 I 中 ,对 d, 取 极限 也 是 无 意义 的 , 所 以 ,在 准则 I 
中 取 极 限 , 来 证 明 准 则 下 成立 ,这 种 推理 是 错误 的 . 

对 于 一 般 系 统 (7.1) 

x — Ax  bf(o), 
o cx 

而 言 ,马尔 金 的 判别 准则 是 : 

若 存 在 一 实 系数 的 负 定 二 次 型 

w —x Bx, 

tE ZC, f) = x Bx — (c 4 - 2b/P)xf — e'bP ERTED ,] 
的 正定 二 次 型 ， 则 《7.1) ÆA (0, œ) 内 绝对 稳定 。 其 中 是 击 
A'P 十 P4 一 一 下 唯一 确定 的 正定 的 对 称 方 阵 . 

对 ”一 1 的 系统 ， 

dx = axr + bilo), (a«9) 
dz 
o = cx (7.7) 
言 上 述 的 准则 是 不 能 实现 的 . 

FREA B = (o), o0, spl P= (— 7), 此 时 , 马 

尔 金 的 充分 条 件 为 : 存在 一 正 数 o, 使 


Z(x, f) 2-ax— ( ca + 2b 2) af — cbf 


是 x,f 的 正定 二 次 型 ,即使 
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一 人 (- 一 一 ce 一 cb 
2 a 
ju 
1 
A = — cba 一 1 (ża ) 
2 
= —cha Pe PE ipt 
? 2 
一 一 二 (经 + ca) o, 
4*2 
这 是 不 能 实现 的 . 


以 上 的 充分 条 件 ,者 是 用 建立 形 如 
V = x'Px 十 (1604s 


的 李 雅 普 诺 夫 函 数 , 使 人 EBR x,f 的 负 定 二 次 型 得 到 的 ， 


(7.1) 


在 系统 (7.1) 中 , x 是 独立 变量 ,0 是 中 间 变 最 ,为 了 保证 (7.1) 的 
零 解 是 全 局 浙 近 稳定 的 , 只 要 | 是 x 的 负 定 函数 ,由 于 1(o) 


dr 10.0 


的 任意 性 ,要 判断 SE] BER e 的 负 定 函 数 是 八 困 难 的 ， 办 
此 , 就 用 使 | RER, 的 负 定 函 数 。 但 是 ， 这 样 做 的 结 


(Ga) 


果 , 实 际 上 把 o 看 成 是 独 实 的 变量 , 即 把 研究 (7.1) 的 零 解 的 稳定 
性 问题 化 成 研究 系统 : 
x = 4x + bf(o), 
l; aada d.e Bo) ep 
的 零 解 的 稳定 性 疗 题 ,在 《7.8) tH, 取 Hoc) 一 o, 就 可 以 看 出 《7.8) 
的 零 解 在 任何 情况 下 都 不 能 是 浙 近 稳定 的 。 因此 , 用 它们 的 方法 
得 出 的 充分 条 件 必 然 都 是 不 能 实现 的 . 事实 上 ,系统 (7.1) 与 系统 
(7.8) 是 不 等 价 的 。 我 们 必须 直接 研究 (7.1) 的 零 解 的 绝 天 稳定 
福 , 即 必须 把 o 看 成 是 中 间 变 其 . 
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下 面 给 出 直接 调节 系统 的 稳定 性 准则 .预备 知识 : 
G) 考虑 一 Ax, 如 果 4 的 所 有 的 特征 值 都 具有 负 实 部 , 那 
么 ,对 无 论 怎 样 预 先 给 定 的 负 定 的 二 次 型 w 一 一 x Bx, 都 存在 一 


个 且 只 有 一 个 二 次 型 0 一 xPx, 满足 5 w, 关上 且 这 个 一定 


是 正定 的 . 

也 就 是 谤 ,对 任 一 对 称 的 正定 的 方 阵 B, 都 存在 唯一 的 一 个 
正定 的 对 称 方 阵 P, 使 4P 了 十 P4 = —B RM. 

(b》 对 任 一 正定 的 二 次 型 x Bx， 都 有 一 非 奇 异 的 线性 变换 
x = Hy, 能 将 x Bx 化 成 法 式 y'Ey. 

也 就 是 说 , 对 任 一 正定 的 对 称 方 阵 B, 都 存在 非 异 的 方 阵 H, 
{W H BH = E, E RAAD, RA 

HH = B^, 
(6 EBENE (LBK 定理 ) 
对 系统 OD. 着 存在 无 穷 大 的 正定 函数 V(x), 使 T" 


RE, 则 系统 (7.1) 的 雪 解 全 局 渐 近 稳定 。 
定理 7.1: 车 存 在 一 个 负 定 的 实 系数 二 次 型 


w = —x Bx, 


0.1) 


满足 条 件 : 

(1) 当 ex 一 0 时 , u(x) 20, 
Hp a(x)-—xBx—(e4--2bP)x — c'b, ifj P dr 

A'P 4 PA = —B 

所 决定 的 正定 的 对 称 方 阵 . 

(2) e'B7'(A'e 十 2PB) « 0, 则 系统 (7.1) 在 角 (0, 00) 内 绝 
对 稳定 . 

这 一 定理 的 结果 改正 了 马尔 金 准则 。 在 马尔 金 准则 中 充分 条 
件 是 : 二 次 型 

Z(x,f)— x Bx — (CA + 2b P)xf — c bf 

是 变量 x, f 的 正定 二 次 型 ， 即 x《x) = Ze, D 在 整个 x 空间 都 
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取 正 值 ,而 这 里 的 充分 条 件 是 只 要 s(x) 在 * 空间 的 一 个 > 一 1 工 维 
子 空 间 ， 即 这 个 空间 中 的 -- 张 秋平 面 cx 一 0 上 非 负 .这 就 大 大 
减弱 了 充分 条 件 . 
在 定理 证 明之 前 , 也 以 ”一 I 为 例 来 实现 一 下 , Hna 二 1 时 ， 

(7.1) 为 《7.7) 

á = ax + bjo) (a-0), 

g— cx, 
取 多 一 一 rBzr 一 一 ax (o >0), H AP + PA= —B,145 


HED 
此 时 ,定理 7.1 的 条 件 为 ， 
(1) 当 cz 一 0 时 , 即 * 一 0 时 ， 
«|. — [ee — (ca e 26S) e] 一 —ch zz. 


(2) eL (eam 了) 一生 一 xo " 
a 


只 要 có LO, 条 件 (1), (2) 均 或 立 , 即 (7.7) 在 角 (0, 00) 内 绝对 
稳定 的 充分 条 件 是 cz <0, 显然 这 个 充分 条 件 恰好 与 必要 条 件 一 


z. 
WE X 
V Cx) = x Px 十 MO 
显然 V 是 无 穷 大 的 正定 函数 ,又 
dV P4 , L4 F 
s a = —x Br + (c A 4- 22/P)xf + bP, 
故 
dV n : , , 
一 | = x'Bx — (cA + 25 /P)xf — ebp 


记 作 
— Z(x,f. 
B LBK 定理 ,为 了 证 明 系 统 (7.1) 是 绝对 稳定 的 , 只 需 证 明 
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对 于 任何 满足 条 件 (7.2) 的 连续 函数 jo), Z(x, D 在 整个 * 空间 
正定 ， 即 Z(z, ex)) > 0(x A 0), 
引 理 : FRH (D. QD 成 立 , 且 ex 2-0, W w(x0) > 0, 
证 : (EXER 
x—H|y+ E HQre v 256]. (73) 
就 有 
ux) = Z(x, 1) —^ x Bx — (cA + 2b P)x — c'b 
一 |» + n (c4 4 2er | H'BH 
x > 2 H(Ad'e 4 2n) | — (cA + 2b'P)H 
x > 十 lH 十 pb) — c'b 
二 ly 和 i (c'A + 2bP)H | |» + i H'(AMe + Pb) | 
— (e'A4 + 2bP)H |» 十 Ze 二 Pb) | —e'b 
=yy— rv, 
其 中 
€ i (c' A + 2b'P)HH' (A'c + 2Pb) + cb, 
考虑 的 连续 函数 
gi) = eH |i» 十 iHe 十 1 : 
Hh y, Æ xo 的 对 应 值 BI x =H |» + iHe 十 2Pb) | 8 
虑 到 条 件 QD, 有 
g(0) = 5 c'HH'(A'e + 2Pb) = i c'B^(A'c + 2Pb) < 0, 
XB ex0, 


故 g(1) cH la + Ire + 20b) | = cum, 
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于 是 一 定 存 在 一 个 Ai, 0 < ha < 1, 使 gC21) 0, 即 
cH [s 再 二 于 (Me 于 2P'b)| - 0, (7.10) 
村 是 
yoy CT v—Yyyleu-v-—y-—»i- 

= u(x) |ui uy eiut tear , 
EH (7.10) 50,24 x= H [ay + i H'( d'e + 2P' b) Jer. € x-—0, 
故 由 条 件 (1), 知 

u(x) He-nli y e ettatesirr] zo, 

BI Aiyi 一 »20, NA» #0, yy 20,8] 0szA 志 1, 故 

Aaa — v < Yr 一 », 
于 是 xxo) 一 yy — rly, — XQ — v 27 ys — v 20, 
故 
引 理 证 毕 ， 

现在 证 明 一 ^| — 0 (x 0), 分 三 种 情况 : 


G.D 


u(x) > 0, 


(a) ex 0, , 
因为 cx 一 0, 即 o — 0, f(o) -— 0, 4X 
ay 
de lon 
(b) ex 0, 
KAA e'x 2 0, Bl o 2 0, f(o) 27 0,3 


= x'Bxl0(xs0). 


c —— t cx 


1 
Ko Ke 
册 引 理 知 x (3) > 0， 于 是 


— 4V 
de 


n x Bx — (e 4 -- 2b P)xj — cbf 
x x = 了 , x 
f [rx (PUPPES c'b] 
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= fu (5) > 0。 


(c) ex< 0, 
DN ex «0,81 o0 — 0, f(0) — 0, 
8 -leéxr 0, 


MohsImAns()- 0。 于 是 


EP 


i = x'Bx — (c 4 + 2b P)xf — c'bf 
i 


G.0 


; [x x r E X , 
Aa TES (A  2bp)3 e| 


= Pu (5) > 0. 


综合 上 述 三 种 情况 , 即 得 2] fixE. ITA LBK 定理 的 


i d£ |U.0 
条 件 , 所 以 对 于 任何 满足 条 件 C7.2) 的 连续 函数 Co), C7. D) 的 零 
解 是 全 局 渐 近 稳定 的 ， 故 (7.1) ÆA (0, co) 内 绝对 稳定 。 定理 
7.1 WEE. 
定理 7.2: 落 存 在 一 个 负 定 的 二 次 型 


w m —xBx, 


满足 条 件 : EY 
(D b'e + WB-m — AB 70. <o, 
c Be 


(2) e'B^n « 0, 
其 中 省 一 i (A'e + 2Pb), Wi] (7.1) 在 角 (0, oo) 内 绝对 稳定 
证 ; 这 个 定理 中 的 条 件 (2) 与 定理 1 中 的 条 件 (2) iY 


H9. 因此. 只 要 证 明定 理 1 中 的 条 件 (1) 成 立即 可 。 风 只 要 证 明 : 
当 ex = 0 Ff, w(xo) 之 09 即 可 为 此 秆 变换 (7.9) 


x—H |> + i H'CA'c 十 27b) | ， 
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以 yo 32-53 xy 对 应 的 向 量 , 由 ecx。 二 0 得 
ce + Qe A'e + 2Pb) = 0, 


KHH =B, E ne + 2Pb), 即 得 


eHy + eB y= 0, 


得 
(e Hy = (C BRY, 
由 育 西 不 等 式 ,得 
(C BF « [e HIP : luli, 
Bp 


Jos > 2.5" ~ Bom Sepe. 
(e'H)(H'c) c Be 
于 是 , 当 cx = 0 时， 
(x0) 一 yp — v» = Yi — N BN — b 
LB — E) 7 B^7«— bc 


r 


c B^c 
R- P 
一 一 [bc + 7 BN — LERB nY] n) |. 
c Be 


故 由 木 定理 的 条 件 (1) 知 elx) > 0, 即 定理 7.1 的 条 件 成 立 , 所 
以 《7.1) Æ (0, 0o) 内 绝对 稳定 . 
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第 十 五 章 “在 锁 相 技术 中 的 应 用 


锁 相 技术 作为 一 门 新 技术 , 近 几 年 来 在 无 线 电 通 讯 , EK, 空 
间 技 术 等 各 方面 都 已 得 到 广泛 的 应 用 。 很 多 实际 和 理论 工作 者 都 
是 从 事 于 二 阶 锁 相 环 路 的 设计 和 理论 分 析 , 到 目前 为 止 ,对 三 阶 环 
路 的 研究 还 很 少 。 但 即使 在 分 析 二 阶 锁 相 环 路 的 工作 中 , 绝 大 部 
分 都 是 考虑 规格 化 的 鉴 相 特性 其 最 大 值 为 1 或 有 限 的 情形 ， 例 如 
余弦 特性 ,三 角形 或 锯齿 形 的 究 相 特性 就 是 这 一 类 ,又 如 在 [11 中 
曾 芳 碟 了 鉴 相 特 性 是 有 和 泗 的 古 期 的 厅 溯 数 的 情形 。 然 而 对 具有 正 
切 鉴 相 特性 的 锁 相 环 路 的 研究 在 文献 由 却 很 少见 到 ， 根 据 实 际 工 
作者 反映 , 当 他 们 分 析 具 有 正切 鉴 相 特 性 的 锁 相 环 路 时 ,发 现 很 少 
有 失 锁 点 , 环 路 都 能 锁 住 ， 但 为 什么 会 出 现 这 种 现象 ,还 没有 见 到 
理论 上 的 论证 ! 本 文 对 这 种 锁 相 环 路 给 予定 性 分 析 ， 从 数学 上 提 
供 了 为 什么 具有 正切 鉴 相 特性 的 锁 相 环 路 没有 失 锁 点 的 理论 根 
ig. 


$1. JLERBHBTRERZ; EC 


按照 下 列 方 块 图 来 导出 我 们 序 要 研究 的 几 种 环 路 方程 : 


图 1 BERK E 
输入 信号 
au C) U cm sin (oet + 9). (11) 
其 中 we 和 v. 是 常量 ; 


MP 


输出 信号 


u, Ct) = U,, sin (wet + pe), (1.2) 
WHS (PD) 输出 电压 
uQ) 一 U,, F(o), (1.3) 


其 中 FC) 是 规格 化 的 鉴 相 等 往 ，F(Ce) = tano, HRZ 
Pp = qt) — ge, 
低 遂 滤波 器 输出 电压 
uQ) 一 Krs )uale), (1.4) 
KG) 为 低 通 着 波 器 的 传递 函数 , S 既是 拉 普 拉 斯 算 子 . 也 是 微分 
符号 ,我 们 可 忆 灵 活 理解 , 即 把 S 看 成 微分 符号 时 就 不 妨碍 3 和 :+ 
闻 时 出 现在 一 个 式 子 中 ,但 运算 仍 可 按 拉 氏 变换 进行 . 
根据 PCD 的 特性 ,显然 有 如 下 关系 : 
cv 一 o, 一 Ky, (1.5) 
这 里 K, EE VCO 特性 看 成 是 一 条 冬 率 为 —K, 的 直线 时 的 斜 
率 值 . wb, 为 VCO 的 自由 频率 ( 风 不 加 控制 电压 (wy:=0) 时 VCO 
的 频率 ) , 它 是 常数 。 按 (1.2) 式 应 有 


€), 一 a {cot 十 9,0) = mc c ps 
di dt 


Bs 得 
c, 十 SP, = con — Ku, (1.6) 
注意 到 Se, 一 0; doas 一 o 一 Qu, CETERAE, B uy 一 
KsCSU., tan p, 那么 (1.6) 就 可 改写 成 
SP 十 K,U,, Kr(S)tang = Qy, 
而 KU = 2. 是 V CO 的 最 大 频 移 , 被 称 为 局 步 带 ， MAREA 
了 我 们 所 要 的 共有 正切 宅 相 特性 的 基本 环 路 方程 
Sm + Q.KelS)tan e = Q, (1.7) 
这 个 方程 的 物理 意义 很 明确 . 
为 开 环 频率 差 ,是 常数 ， 
So = TP 是 闭环 需 率 差 , 也 可 以 叫 剩 余 频率 差 。 一 般 说 来， 
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它 是 时 间 * 的 函数 ,用 Sp 一 r4 — Q4. 

Q,K,(S)tan p 是 环 路 闭合 后 , 控制 电压 u, 作用 于 V CO. 上 所 
引起 的 频率 变化 。 由 于 o 是 常数 , 因此 VCO 的 频率 变化 就 是 输 
入 输出 信号 频 差 的 变化 ,由 于 它 是 由 控制 电压 w 引起 的 , 故 用 O, 
表示 之 , 则 做 控制 频 差 ,所 以 (1.7) SRI 

9 (RAZ) + 0, (控制 频 差 ) = 2.( 开 环 频 差 ). 

此 外 ,从 (1.7) 立即 看 出 方程 的 除数 取决 于 低 通 滤波 器 的 传 

AER KAS). 我 们 现在 针对 下 列 几 逢 庙 波 器 来 立 出 环 路 方程 ; 


1. 当 采 用 RC 积分 滤波 器 ， 其 传递 | 
函数 为 T 
K,C5) = —À T-RC E 
! TS 十 1 "EC 


代入 《1.7) 得 

Sp + 9, —— tanp = Q, En 

$ ISGpo t 0 da, 
经 整理 得 


1 1 1 
Sp +L spt touig =n. EE: ER 
SUCRE TP 


lá e= I. ink £— 2, 即 得 


TP taf? rua mf, (1) 
TH, o >0, 8>0, y>0, 
2. 当 采 用 RC 比例 积分 滤波 器 ,此 时 传递 函数 为 


TS 十 1 R 
K,(S) = Z ,T-(R, m= Be, 
(5) 7S 十 1 Un ERIC. m R, + Ra 
代入 0.7) 得 
$9 十 Q, Ll tang = Qy, 
经 整理 后 ,得 到 


et $e (a + Om 一 上 一) 4e. ie 十 Ytang e f. 《ID 
cosg / di 
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3. 当 采 用 无 源 比例 积分 滤波 器 ,此 时 传递 函数 为 


Sca 
KeS) Kx. " 
y) Em" 
其 中 
R 1 1 1 1 
K; = H P æ = - 5 p= = a 
T E RC mT T (RRC 


将 KRr(3S) RA ADA 
Te + (ec o. — ec + Q.Kratang = fo, (M) 


dë dt 
4, 当 采 用 有 源 RC HAIRA AEE A, HERRAR O 
rJ S +æ 
Kr(S) Kry + B) 
其 中 
K = È, a= l, g= l, R=, (qw) 
R, RC ARC T RFR, 


其 环 路 方程 与 无 源 情 形 的 形式 一 样 。 
因此 对 这 四 种 环 路 方程 的 定性 分 析 ， 只 要 将 前 二 个 方程 在 相 
柱 面 上 之 全 局 定性 结构 分 析 清 楚 就 可 以 了 . 


$2. MEDEM E PEZ BET 


E: 
D? ra P rung me, (2.1) 
3XHal0,80,7T—0, $Z e, 方程 (2.1) 就 化 为 方程 


组 


[s = Z = Pp, Z), 
| (22) 
| 


Uu eZ rune +£ = Qp, Z). 
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ELTERN E SE mE 言 只 包含 tang 项， 所 以 我 们 首先 在 
条 形 区 域 { 一 fec z, 一 oo < z < oo) 上 来 讨论 。 


WA, 在 条 形 区 域 ( 一 二 <9 < -o<Z< + o) E 


存在 唯一 的 奇 点 M (tan £, 0), EE OD 所 确定 的 方向 场 为 


"d (2) 所 示 . 图 中 所 画 的 曲线 出 Q(, Z) — 一 < 一 7tang 十 2 一 0 
确定 ， 
ZRII P>0, 0 一 0， 
DOR M. P«0, 0-0, 
DAI. P0, 020, 
ERIV: P0, 020. 
CA) 现存 我 们 来 分 析 奇 所 


M (aE, 0) 


的 特性 , 作 变 换 
{ C979" eua E, (23) 
Z2-Z, Y 
FE (22) 经 变换 (2.3) 后 为 e s 
de^ Z, 
dt 
g : 
u.s. 28tg)ew* 09 
dz 1— 8 tan p* 
学 
其 线性 部 分 为 
de* . 
lá à (25) 
ea 一 —y (a 十 a — aZ 


RAR (2.5) 的 特征 方程 


. 451 * 


—124 1 p 
一 六 十 a7 二 Yi1 寺 二} 一 0 
0 
\ Y 


HF 2-0. 8 — 0, v 2-0, 所 以 特征 方程 (2.6) 的 根 均 具 有 负 实 
部 , 故 系统 (2.5) 的 原点 是 渐 近 稳定 的 。 由 定理 4.1 和 5.1P 系统 


(2.4) 的 原点 | 即 系统 oo mea uÉ, 0) 也 是 浙 近 稳定 
的 ,并 且 有 下 列 情况 : 

0M — 4y t Y E) on AERE (2.5) 的 奇 点 (0.0) 
是 稳定 的 焦点 ,而 非 线性 系统 (2.4) 的 奇 点 (0.0) [MAR (2.2) 的 
奇 点 (aa-: 和，0]| 。 也 是 稳定 的 焦点 . 


2.389 — 47 (1+ £) > 0 时 ,线性 系统 (2.5) KWEA (9.0) 
是 稳定 的 结 点 ,而 非 线性 系统 (2.4) 的 奇 点 (0.0) | 即 系统 (2.2) 的 
P NS - 
奇 点 (tan Ke 9】| 也 是 稳定 的 结 点 . 
(B) 我 们 现在 再 进一步 分 析出 方程 (2.2) 在 条 形 区 域 
{- 三 < p <5, -o< Z< +o} 


上 所 确定 之 轨 线 不 可 能 与 直线 p 一 t mz, HAIER T BU 
一 个 定理 : 

定理 1.1; 当 上 一 加 时 ,由 pa(CpZo) 点 出 发 的 方程 (2.2) 的 轨 
线 不 能 与 直线 p 一 E 相交 , 且 当 :一 oo 时 , 轨 线 趋 于 奇 点 


í 
M (a £, o). 


:dy 一 Zu 


dt 
dZ 
"A -—-—gaZ--vYtanq d f, 
故 在 区 域 工 中 有 

A T0. E eo, 


设 在 区 域 【 中, 在 初始 时 刻 :一 8, 由 点 pn: Zj 出 发 之 方 
程 (2.2) Io S EROS T, 作 方 程 (2.2) 的 控 
制 方程 : 


dt 
dZ* 
3 = —rtang* +8. 
记 方 fé (2.2)* Fien 时 由 点 Po (pas 
Zy) HERE R29 T* WAT ET 
Pa gg m 
方程 (2.2)* 可 直接 积分 
eG) 一 p(t0) 一 ZG — t); 


Q.2* 


所 以 
q*G) = (po — Zoo) + Zot, 


dZ* ， 
TH mm — y tan [Cpo 一 Zoto) + Zot] +ê, 
i 


PK Pos Zo) 


*rtan?4a B. 


as” tanpe B 


图 4 图 5 
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Z*(1) — Z*(&) = 8(1— n) 
— Y J tan [Cpo — Zo) + Zo] dt 
= f(t ig) 一 z (d tan [Cpo — Zohn) 


+ ZorJdl(qo 一 Zoto) + Zot] = plz — t) 
^ 


o* P 
一 T tan pdp = (t — r) + £ log cos 
Zo Fo Zo Pa 
= Jlr 一 如 ) t 元 log cos p* 一 log cos pr. 
0 


M gm. gu (ms |Z go Zon 时 ， 则 Za) 一 
一 co , ETEA (2.2)* 8952, 35 c lt, A Z* (n) = Zo 20; M 
i= nht, #7 Zn) 一 一 co < 天 0. 因 此 必定 存在 了 ,加 < 了 < 
有 2Z*(T) 一 0. 
这 就 是 说 当 :一 了 时 ,方程 (2.2) H po BERIHA T* 与 下 
AhitH oz , EAE 29 Co* CT), 00, 并且 有 
qo < g*(T) < A 


这 是 因为 在 1 中 有 S, E po < e* (T). X. 


pT) = (qo 一 Zoto) + ZoT < («s — Zoto) + Zot 
= (Po — Zon) + Zo 23 [z 一 qt Zol 
Z L2 


x 
a I 


2" 
由 于 在 工 中 , 当 + 一 时 ,通过 poCqo20) 点 的 方程 (2.2) 的 轨 
线 工 不 能 穿 过 D, 也 不 能 穿 过 等 倾 线 
D = —aZ — Ttnp d- B —0, 
折 以 在 上 一 ro MJIT Popas Zo) 的 《2.2) 的 轨 线 了 有 二 种 可 能 : 


G) 在 工 站 经 无 限时 间 趋 于 奇 总 3 (aan E, 0), 
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Mr MN) iaman 


A -一 一 


a 


GD) 在 工 中 经 有 限时 间 与 9? 轴 相交 ,交点 为 《9qr 0), 其 中 
tan"! £ Lp. o*(T). 


由 于 在 I 中 <o, SE co, KA dE TI 中 不 能 与 
一 3832 , 而 是 经 过 有 限时 间 穿 过 等 倾 线 8 一 0 进入 区 域 I 
rp. W5 D 的 讨论 类 似 、 或 在 II 中 了 经 无 限时 间 趋 于 奇 点 

(ao R o); 
或 经 有 限时 间 与 Cor 0), 其 中 有 


— — « gr, tant É; 
2 Y 


在 后 一 种 情况 轨 线 进入 区 域 1V, 然后 再 进入 1 在 区 域 1 中 可 以 
如 前 同样 讨论 。 但 最 终 亦 是 趋 于 麻 点 M (un £ 20. 


8p 80 
C Fp — 5 m — 
(C) 由 8g ur" a> 


故 方程 (227 在 1 一 三 < m =o < Z < +o} 上 所 定义 


之 速度 场 的 发 散 量 divX 一 a. T. 2 = 一 a x 0, BERGER 


(Bendixson) 判 握 知 在 上 述 条 形 区 域 上 不 存在 由 《2.2) BSELZRAE EX 
的 闭 回路 . 
到 有 具 前 为 止 , 我 们 仅 分 析 了 方程 (2.2) 在 条 形 区 域 


全 三 < 9«—.—9«2« +o } 
工 之 轨 线 之 全 局 相 图 , 可 是 方程 (2.2) 的 右 端 在 直线 
prtom = x 
上 是 没有 定义 的 ESOS TRARNE O Ee 8d 


l-ise«ie —cocZ« o] 
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上 的 相 图 ,在 考虑 方程 (2.2) 的 同时 , 我 们 必须 还 要 著 虞 
de QZ cos 中 ， 
dz 
s 
——— = (f — aZ)cosq — Y sin p. 
首先 我 们 党 出 : 
O -E< 9 达 记 时 ,方程 (2.7) 与 方程 (2.2) 所 确定 的 


方向 场 是 一 致 的 , D p < 三 = 时 。 方程 (2.7) 与 方程 (2.2) 


(2.7) 


所 确定 的 方向 场 的 斜率 一 样 ,但 方向 相反 . 
《iD 方程 (2.7) WAHE p= + 三， p= Âx 上 都 有 定义 ， 


且 由 (2.7) 得 


dp a Z cosg 
dZ M i dn sing 


BH ec ttr pm 了 是 此 微分 方程 所 定义 的 积分 曲线 ,由 
此 立即 看 出 方程 (2.2) 不 存在 绕 相 柱 面 的 第 二 类 周期 解 . 

Gi) 由 于 (2.7) 的 右 端 是 Pp 的 周期 为 2 的 周期 函数 ,所 以 在 
上 述 相 往 面 上 方程 (2.7) 有 两 个 次 点 ，M (ran! E E, 0) (稳定 的 )， 
M, («+ ian E 1 o) (不 稳定 的 ).。 — 

综合 上 述 ， AEISG SERO (D 所 确定 的 积分 曲线 在 
展开 的 相 柱 面 

3 


f- TPE «3. o< Z< +o} 
上 的 拓扑 结构 。 就 情形 1” 而 言 ，(2.7) 的 轨 线 之 全 局 相 图 如 下 : 
由 O 可 知 ,对 方程 (2.2) 而 言 , 奇 点 对 是 渐 近 稳定 的 、 
由 上 面 的 定性 分 析 ， 我 们 可 以 得 到 下 面 结论 : 对 锁 相 环 路 方 
E OMS BEATAE TEBEUS BUR. ,而 且 总 是 能 锁 住 ， 
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$ 3， 环 路 方程 (II) 的 定性 分 析 中 


考虑 方程 
dip 1_)\ 2e 一 3. 
dg T (s duds m) dt [ido re E 
pirez, W G3D 化 为 
^ = 7 = PCE, Z), 
f (3.2) 
dZ 
T —(a + gsechp)Z — Y tanq + p= 0(9. Z). 


这 里 ox Qon. PUHE G2) 的 右 端 是 关于 下 的 局 期 为 = 的 周 
期 函数 ,因此 我 们 首先 在 条 形 区 总 


l-2« grises -0 < Z < + o} 
上 来 讨论 . 
在 这 条 形 区 域 .上 ,出 


Olg, Z) = —(a 十 ?seczp)Z 一 Ytan 中 十 有 一 0 
所 确定 的 曲线 为 
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B— Ttang 
apm + tanp)” (a) 


显然 曲线 (3.3) 与 9 轴 的 交点 为 
(Gy 
它 与 Z 轴 的 交点 为 《0， £). 因此 系统 GD 在 条 形 区 域 上 的 
方向 场 由 图 C) RE. 
CA) 分析 奇 点 M (as E, 0) 的 性 质 - 


作 变 换 


pp Pı = tan AE, 


(3.4) 


Z = Zo 


区 域 I. P>0, 0<0, 
区 域 H: P<0, 0-0, 
Eik II: P<0, Q0, 
KRIV: P>0, 00, 


方程 (3.2) 经 变换 (3.4) 后 


dË 2 Z, 

d 

dz 

un 一 [a +n + tan'($ + g1)1Z 


— vrtan($ +p) t f ; 
=- [s+"( 85 2 f (i E) iud 
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EE EAC 


RP ASA 
4$ ~ 7. 
iz "ys py, 69 
ac (i s -|e +a 5]. 
考虑 (3.6) 的 特征 方程 
—À L 


a(g- erbe] s 
一 入 十 [a+ al eer i-e. (3.7) 
由 于 (3.7) 的 系数 都 大 于 零 。 dic (3.7) 的 根 均 具 有 负 实 部 , MAR 
Hk (3.6) 的 原点 是 渐 近 稳定 的 , 由 定理 4.1 05.197, 系统 (3.5) 的 
原点 | 即 系统 (3.2) 的 奇 点 (tan-! P. o) emm, otn 
有 下 面 的 结论 : 
I^ M ls + nli + E < 4Y ( + 7 时 ,线性 系统 (3.6) 


的 原点 是 稳定 的 焦点 ,而 非 线性 系统 (3.5) 的 原点 | 即 系统 (3.2) 
HEA (aE, o) 也 是 稳定 的 焦点 . 


2°. 当 fa 4 (1 + E 


Y 


y >47 (i F £) 时 , REAR (3.6) 
的 原点 是 稳定 结 点 , 而 非 线性 系统 (3.5) 的 原点 | 即 系统 (3.2) 的 
TA (unt E, o) 也 是 稳定 的 结 点 . 


Y ^ 
这 里 仍旧 如 同 分 析 方 程 (2.2) 之 情况 一 样 ， 我 们 可 以 作 同 样 
的 控制 方程 (2.2)*, 来 证 明 方 程 (3.2》 


LP 
di 


SZ 一 一 (xc 十 ?secz)Z — Yang +e 
dt 


在 条 形 区 域 
全 三 < < 三 ， =o < Z < +o } 


上 所 确定 之 轨 线 不 可 能 与 直线 p= t 相交 ,而 且 有 和 (2.2) 
一 样 的 定性 结论 ， 

再 则 由 于 (3.2) 的 右 端 在 e 一 tZ 时 无 定义 ， 因 此 在 考 志 
方程 (3.2) 的 同时 , 我们 必须 震感 


do 
di 
dZ 1 

本 一 一 《ecoszmp + 4)Z + Bcosp 一 2" sin 29, 


我 们 指出 下 面 几 点 


= Zooo, 
(3.8) 


Q)u-—«.«7. leu) 一 到 = 时 ,方程 (3.8) 和 
方程 (3.2) 二 者 所 瑞 定 的 相 轨 线 是 -- 致 的 . 
(2) 方程 (3.8) 的 右 端 在 9 — T X p= Š a EEEX. 


3 

2 
AGIR GI Æ|- Z< p <Ž, -0< Z< +o} 上 
的 相 轨 线 是 一 样 的 。 因此 我 们 只 要 讨论 清楚 方程 (3.8) 在 条 形 区 
WÍ- «eL. 一 oo 一 2 < +o) 上 的 相 罗 线 就 行 了 . 


容易 看 出 ,水 平等 倾 级 (3.3) 与 ? 轴 的 三 个 交点 NI 一 工 ,9)， 
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M (uo É, DLTIES 0) 就 是 (3.8) 的 三 个 奇 点 ， 关 于 奇 点 


邓 的 性 质 前 面 已 经 分 析 了 。 剩 下 只 要 分 析 奇 点 和 奇 点 N MO HE 
质 ,但 由 方程 (3.8) 可 以 看 出 交点 N 和 奇 点 N, 具有 同样 的 注 质 , 因 
此 只 要 分 析 奇 点 入 的 性 质 就 可 以 了 . 


(B) 奇 点 入 ( 王 ,0) 的 性 质 ， 为 了 研究 奇 点 N (Z, 0) 的 性 
质 , 作 毕 标 变换 


* 一 7” 
f gs G.9) 
ZZ. 
(3.8) 就 化 为 
$9 IZsng*ed0(p*, Z), 
dt 
az 
x — (asip + 3)Z + Bsin'g* (3.10) 
十 Žin 2o" = W(o*z). 
其 线 人 性 部 分 为 
do 5a i 
dt É 
(311) 
aZ : 
a cecus 
d e 
—À 
Jtt» u=, 4 —5« 0, 
Y 一 和 一 


所 以 (3.10) 的 原点 (wp* 一 0, Z — 0) 是 李 雅 普 诺 夫 型 奇 点 ， 根 
据 外 知 李 雅 普 诺 夫 型 奇 点 的 拓扑 结构 有 四 种 情形 。 就 方程 (3.10) 
而 言 , 奇 点 (q* 一 0, Z = 0) 到底 属于 哪 一 种 情形 ? 

Bi U(o*, Z) 一 0 解 出 


Y 
inl" deco * 
E sin id +5 sin 29 A (32) 


可 + osin'g* 


,461 。 


将 其 代入 (3.10) 第 一 式 右 端 得 

Ploto) = 7-9" 十 (9 (3.13) 
其 中 Co) 表示 至 少 为 p 之 项 的 全 体 ， 由 此 立即 夏 出 mw 一 3 奇 
BG g= L0, FR Co" m 0, Z = 0) 是 蒂 点 ， 这 也 就 是 说 广 
i G4) BRA N(Z. QJECTMELNTNCDE: 


d? a Zcos'g 


dz > GA4) 


-— (a cos'g + 1)Z 十 Becoszg 一 E Y sin 2p 


所 以 o 一 T (Z s 0) 是 此 方程 的 积分 基线， 也 就 是 说 存在 两 条 
半 直 线 
It: (v. z >0 和 5:( 9 一 三 ， z «»). 
它们 都 是 (3.8) 的 积分 曲线 ， 当 * AFEN, CIRATA A 
n (Z, 路 
O 奇 点 局 ( 一 Z omaan (Z, o) 具有 有 同样 的 性 质 ， 


FERS, HERMAN (一 E 20) 的 方程 
(3.8) 的 积分 直线 

H: le =- Ž, z>o0} i: B 

O) 局 项 和 的 不 站 在 性 

^ 根据 上 而 的 分 析 , 显 然 知 道 不 可 能 存在 绕 相 柱 而 
3 Ws 
|l- 59e c «c Z< +o} 

的 第 二 类 周期 解 . 

2^. 由 (3:22 Af 
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ôP 0 99 
8p ' 8z 
所 以 方程 《3.2) 在 条 形 区 域 | 
[-£« ec. -w< Z< +o} 
上 所 定义 之 速度 场 的 发 散 量 为 
iyX = oP 89 = — (a sec? 
divX 8v 十 D? (a + seczp) < 0, 
根据 本 迪克 森 判 据 知 在 此 域内 不 存在 由 (3.2) 的 相 轨 线 组 成 的 闭 
通路 。 即 方程 《3.27 在 此 域内 不 存在 第 一 类 周期 解 . 
综合 上 述 , 我 们 就 得 到 了 方程 (3.8) 在 展开 的 相 柱 面 


人 三 < «Lx —o«Z« + e] 
上 之 积分 曲线 的 全 局 定性 结构 ,在 此 相 柱 面 上 共有 四 个 奇 点 : 
N, (- EE o). M (er 地， o). u(A. 0), 


M, (tn +r, 0), 


ENF de 

[e E (1 m E) < 4r (1 十 - 

时 方程 (3.8) 之 全 局 相 图 如 下 : 

注 : 这 里 我 们 只 送出 一 5< P <> 这 个 条 形 区 域 的 积分 曲 


一 一 (c + sco'gp), 


例如 当 


线 的 全 局 定性 结构 , 至 于 条 形 区 域 工 < p < 六 中 的 图 形 与 上 
面 画 出 的 完全 一 样 . 

上 面 定性 分 析 的 结果 。 并 明了 下 面 的 物理 现象 ， 即 对 锁 相 环 
路 方程 (ID 而 言 , 环 路 总 是 能 锁 住 ,而 且 不 存在 跌 周 现象 . 

上 述 定性 分 析 的 结论 对 环 路 方程 IE 和 IV 亦 适 用 。 

最 后 我 们 还 要 指出 ,就 是 在 $ 2 中 推导 环 路 方程 时 , 一 般 考 虑 
的 输入 信号 为 
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ukt) = U m sin C» + pe), 
其 中 wc。 和 ge JAE RERA SRTR RE: 如 果 考 


r 图 8 
虑 输 人 信号 为 颍 率 斜 升 时 。 即 
IOTER RUN (+ Re 十 ot + 9. ) (R > 0 常数 ) ， 
再 在 环 路 中 采用 理想 积分 滤波 内 , 即 其 传递 函数 为 
Ky) M 


那 末 根 据 (1.7), 即 可 导出 共有 正切 鉴 相 特性 的 环 路 方程 


2 
ag + Q secte de + aQ,.tan p = —R, (V) 
de di 


显 见 对 这 种 环 路 方程 的 定性 研究 完全 可 归并 到 环 路 方程 (0) 这 
一 类 型 ,因此 它 亦 有 和 COD 同样 的 结论 . 

”从 上 述 对 环 路 方程 L DH. IH. IV. V. 的 定性 分 析 , 即 可 明 句 ， 
对 具有 正切 碾 相 特性 的 锁 相 环 路 ，。 在 分 别 采取 上 面 所 述 之 低 通 滤 
波 器 时 ,为 什么 环 路 没有 失 锁 点 :而 总 是 能 锁 住 这 个 问题 我 们 给 予 
了 理论 上 的 证 明 . 

众所周知 , 锁 相 环 的 各 种 良好 特性 ,都 必须 在 确保 锁定 状态 下 
才能 得 到 。 因此 在 设计 和 制作 环 路 时 , 毫 无 例外 的 都 必须 把 确保 
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锁定 作为 最 重要 的 任务 。 因此 , 从 理论 上 对 上 述 之 环 路 方程 进行 
定性 分 析 是 完全 必要 的 ， 至 于 如 何 实现 具有 正切 鉴 相 特性 的 监 相 
器 ,这 是 一 个 线路 设计 和 制作 的 实际 问题 。 


$ 4. 柱 面 上 一 类 微分 方程 的 研究 ” 


讨论 方程 
$+ f(9)ó + gle) — 0. (4.1) 
其 中 f(9), gCo) 是 局 期 函数 ,不 撩 一 般 狂 ,可 以 假定 其 周期 为 2。 
首先 我 们 将 方程 (4.1) 化 为 
和 =z = (9,2), 
m (4.2) 
up m Tile) — ele) = Z(o, 2). 


电 于 系统 (4.2) 的 右 端 是 ?的 局 期 为 2x ARAA A, ip 78 3I 
Cp 十 24s, z) G ERRO 所 描述 的 系统 (4.2) 的 物理 状态 是 一 臻 
的 ,如 果 我 们 将 以 上 所 述 的 点 列 均 看 成 是 一 个 点 ,我们 就 得 到 相 柱 
厨 ,实际 上 它 由 欧 氏 平面 沿 着 土 x 处 剪 开 , 然 后 再 在 前 开 处 粘 合 而 
成 . 

关于 系统 《4.2) 在 柱 面 Hi» x p xn; 一 00 <z 00] 
上 的 积分 曲线 的 拓扑 结构 ,已 经 作 了 很 多 研究 ,但 是 一 般 都 只 限于 
BE Ce), (p) 是 周期 有 界 的 情形 。 当 我 们 讨论 具有 正切 鉴 相 
特性 的 连续 二 阶 锁 相 坏 路 方程 中 


d dp 
—— +a- tyt = . 4.3 
dr E dt i mà ( ) 
及 
2 
de y (a + Tsccp) dg y Yane =f (4.4) 
d dt 


it, 就 出 现 Fe) gele) 为 局 期 无 界 的 情形 , 上 两 节 中 证 有 了 条 形 
i H: 人 -三 < p <”; zoc x + oo | 是 方程 (4.3)， 
2 2 da 
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(4.4) 的 平衡 状态 的 快 捕 带 . 即 系统 (4.3), (A40 的 平衡 状态 在 条 
形 域 育 上 是 全 局 稳定 的 . 本 节 进 一 步 给 出 系统 (4.2) 的 零 解 在 条 
形 域 及 上 全 局 稳定 的 充分 必要 条 件 . 

在 平面 上 研究 列 娜 方程 的 全 局 稳定 性 最 有 类 似 的 结果 中 ,但 
因 柱 面 与 平面 有 本 质 不同 ,因此 方程 的 拓扑 图形 有 本 质 区 别 .举例 
说 明之 . 

在 平面 上 全 局 稳定 的 拓扑 结构 如 下 : 

将 平面 的 co 点 看 作 一 点 . 则 在 co 处 有 图 形 : 


在 平衡 点 处 有 图 形 : 


整个 球面 上 有 图 形 : 


eost 
. FAR 
如 地 球 经 度 之 情形 . 


这 时 两 个 奇 点 增 数 均 为 十 1， 
1+1= SI(P) = XC(M,) 一 2 
《 参 史 球面 上 的 网 拉 -~ 上 斋 加 莱 指 数 和 定理 ) 呈 . 
在 柱 面 上 研究 全 局 稳定 性 . 则 由 于 柱 面 与 平面 有 本 质 不 同 A 
此 拓扑 图 形 有 本 质 区 别 ， 
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柱 面 两 端 co 处 各 看 作 一 个 点 , 则 有 两 个 co ERR P Pos 柱 面 
加 上 Ps PB 成 -~ 拓扑 球形 ， 如 果 叫 , 囊 点 都 是 不 稳定 的 ， 故 有 岗 


象 : 
x / 
Es 


每 个 点 的 指数 各 为 十 1. 
在 平衡 点 ” 附近 打 有 的 积分 直线 都 要 进去 ,因此 有 图 象 : 


TA 
ZTN 
指数 也 是 +1, 这 样 有 关系 
D 116:—7»)IO)-—X GEB +P, + P) 一 2， 


故 x 一 一 1， 亦 即 至 少 还 有 一 个 奇 点 是 鞍点 ， 即 在 已, PL WP oo 

点 是 不 稳定 的 情况 下 , 柱 面 上 要 研究 全 局 稳定 注 , 则 鞍点 是 不 可 少 

it. | 
反 过 来 说 ,加 上 一 个 款 点 ,如 下 图 : 


别 沙 进入 鼓点 的 两 线 割 升 ,这 个 柱 面 就 成 为 一 个 平面 ,不 谈 进 入药 
点 的 两 条 线 , 就 得 到 一 个 全 局 稳定 。 因 此 ,上 述 销 形 下 柱 面 上 全 局 
稳定 的 拓扑 图 形 是 
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一 个 稳定 结 点 或 焦点 ， 
—T RA, 
两 个 oo 处 不 稳定 的 焦点 或 结 点 . 
以 上 说 明 在 柱 面 上 研究 全 户 稳 定性 与 在 平面 上 研究 有 着 木质 
的 不 周 ,所 以 我 们 在 柱 面 上 研究 这 类 方程 不 仪 有 实际 意义 ,也 有 理 
XXE: 讨论 系统 (42) 
49. = P(e, x). 
dt 


dz 
rs = —fCÉo)z = gle) m Z(e, z). 


HR Fp), glp) 为 2r 的 周期 函数 , Ko) gP Erpa n 
内 连续 可 微 , e(0) — 0; pele) > 0, f(9) > 0, 则 条 件 
(IE) + lel) dp 一 二 oo 
为 系统 (4.2) BOSE NE XE OE ER H: {一 x 二 Pr; 一口 < 
< 十 00} 上 全 局 稳定 的 充分 必要 条 件 . 
证 : 首先 证 明 在 条 形 域 妨 上 不 存在 国 绕 奇 点 的 第 I 类 和 极限 
环 , 这 是 因为 


L A 


0o Oz 
下 面 证 明 充 分 性 ， 
(4) 如 果 有 
MIO ILE 
这 时 我 们 用 以 下 两 种 方法 来 证 明 (4.2) 的 零 解 在 条 形 域 到 上 的 全 
局 稳定 性 . 
(D (ERE ERU 


1 e 
V =a Fi + | g(u)du, 


显然 :了 是 正定 的 ,了 一 < ERER H EABAR B — XC A Hl 
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线 ,这 一 族 闭 曲线 有 下 列 性 质 , 当 c > c 时 , 曲线 了 一 c, 包含 曲 
线 了 一 cz 在 其 内 , 当 e 一 0 时 了 一 0 为 原点 , 当 < 一 oo 时 , BIO 


o tz. 
dV 


dr 6.2 
ERÉRH LER HHH 有 当 = m0 t, Æ m0, 面 * 一 0 不 


ER. Bip 一 0, * 一 0, 即 平衡 位 置 ， 所 以 系统 (4.2) 的 原点 在 
条 形 域 H 上 是 全 局 稳定 的 . 
(ID. 作 深 制 方程 的 方法 

由 定理 条 件 知 ,曲线 OC, z) 一 0 及 Z(p, 2) 一 0 将 展开 的 
相 柱 证 分 成 四 个 部 分 (参阅 图 
《9),(10),(11)) ,其 方向 场 如 
图 ， 我 们 候 定 

) : 

im SO 及 m ÉD 
存在 )， 


L. F >o, LL 


= —Ko) «0, 


dt 
pm eo jo, 
dt dt 
m leco Zo, 
dt dt 图 9 
Iv. 29. > 0, LL 0, 
dt dt 
图 9 相当 于 
lim SEC) w= dco. 
e Hp) 
lim go) 一 0 
eee f(p) 
的 情形 
图 10 相当 于 图 10 
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im ZO 0 
ext flp) 
im £2 一 0 
ee f(p) 

* 的 情形 ， 图 11 相当 于 
im gCo) = m 
kan Kp v 
im £92 
| penti ilp) 
u 的 情形 ,这 里 rno n 为 常量 。 


在 区 域 1 中， 由 于 给 <o, 即 当 :增加 时 ,x 减少 。 所 以 从 
I 中 任 一 点 PCqos zo) 出 发 的 (4.2) 的 轨 线 p= pa), z= zle) 
都 有 z 志 so。 现在 要 证 明 当 :== 时 通过 区 域 1 中 和 任 一 点 PoCq， 


zo) 的 系统 (4.2) 的 轨 线 不 与 直线 p = r 相交 , 为 此 , 我 们 作 控 制 
方程 


? 


= Z1 


(4.5) 


设 控制 方程 (4.5) 的 当 : 一 t GRISE Palp 2) 的 轨 线 为 T*, 27 
程 (4.2) 的 当 :一 时 通过 Poo, zo) 的 轨 线 为 T。 由 于 


* 
de « dp ; 
dr 106.2 dr d» 
dz dz* 


— uu 
dt 0 At 45) * 


故 工 总 在 T* 的 左 侧 ( 图 12, 攻 13). 
现在 讨论 控制 方程 (4.5) 的 积分 曲线 ,将 (4.5) 写成 


gat = — RT e ota. (4.6) 
do zo . 


这 里 G(p*) 一 一 £C") 


£y 
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由 于 gC 站 在 一 zz 之 pg* 之 x 时 连续 ， 故 在 条 形 域 一 x 一 
px 一 00 之 zz 之 十 00 内 给 定 任 :一 点 《qo, x0)， 经 过 这 点 必 
有 唯一 的 一 条 积分 曲线 

TOER coa, 


由 于 
Fd g(dE = + oœ, 
KE 
Pur G(EDdE = — 0, 
i Po 
所 以 


lim sxKgz) = zy 十 Lm [^ ect = o. (4.7) 


p*r g'ri 


z Pl pos so) 


“gp) 


= Ke = e Lnn 
12 图 13 

且 在 区 域 1 中 ， 

当 gpg* 二 0 时， A g<, RA Clt) >o, 

当 gpg* 一 0 时, 有 g(0) 一 0， 攻 有 GO) =0, 

当 e* 0 时 ,有 g(9") 0, KA GO) 一 0， 
所 以 (4.5) 的 积分 曲线 T* 24 s, — 0 IHE, 如 图 14 Biz 24 o > 0 
时 ,如 图 15 Bron. 

B D, 

lim z*(g*) = —oo, 


P x-Ü 
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z*(o*) < —M, 
由 《4 5) 中 第 一 个 方程 , 得 
P*a) 一 qo + zt 一 如) ， 
MERI n Epa) 一 x 一 5, HER, 


1c E [Cz — 3) — Cos 一 zofo)]。 
yo 


HTA: = nij, A z" a>, 
24 9 SE VUE zt (p * (0) o s * (0 — 8) «x — M «x0, 
故 存在 T (<T <A), 使 a*( 了 ) 0. 这 就 是 说 ， 方 程 (4.5) 
Bod Poo, zo) 出 发 的 轨 线 T* 经 有 限时 间 当 :一 工时 与 史 轴 相交 ， 
其 交点 为 (p*《T), 0), 并 且 有 

| po < e*CT) < r, 
这 是 因为 在 1 中 有 E > 0, defi e c eC), X 


p(T) = (qs — zot) 十 zoT < (qo — zoo) 
十 zog 9x — B8 «Lom. 
ATERKIA I h, 3p: nif, Eid Pipe. 20) 的 方程 (4,2) 
的 轨 线 不 能 穿 过 T*, 也 不 能 穿 过 等 倾 线 Z(p, x) 一 0, 所 以 当 


64225 


t= 时 ,通过 点 P(gqo, z0) 的 胃 线 TT 有 二 种 可 能 : 
(i) DU I 中 经 无 限时 间 趋 于 奇 点 《0,0). 
Gi) 在 区 域 1 中 经 有 限时 间 与 ? 轴 相 交 , 交点 为 (pi, 00, 其 


di0 < o, c p*(T) « n, 由 于 在 区 域 工 中 有 P <0, Z <o, 


HIRT EKR TL ERIE p= s At, 而 是 经 过 有 限时 间 穿 
过 等 倾 线 Z(e.z)-— 0 而 进入 区 域 王 中 。 区域 三 与 区 域 1 的 讨 
RAL REKE II 中 经 泡 限 时 间 趋 于 奇 点 (0,0)3; 或 经 有 限时 
间 与 9 轴 相 交 ,其 交点 为 (pz, 0), 其 中 一 r< v < 0; 在 后 -种 情 
况 , 轨 线 进入 区 域 IV, 然后 再 进入 区 域 1 在 区 域 I 中 可 以 如 前 同 
样 讨论 . 即 或 者 积分 曲线 经 无 限时 间 趋 于 奇 点 《0, 0) RAZAR 
HIS e $4827 EZAN Cg, 0), 则 一 定 有 93 二 p!， 这 是 因为 
(0, 0) 是 渐 近 稳定 的 , 并 且 在 条 形 域 也 上 不 存在 围绕 《9, 0) 的 第 
一 类 极限 环 之 故 . 总 之 , 当 :一 oo 时 ,积分 曲线 总 趋 于 奇 点 (0,0). 
(B) 如 果 有 


(T Ke)ae = oo. 


这 时 我 们 作 控 制 方程 
dp |. 3 


(4.8) 
z = fp) 


对 系统 (4.8) 而 言 ,P 轴 上 的 每 一 点 都 是 《4.8) 的 奇 点 ， 且 在 第 一 
象限 中 ,有 
dz > 4 
d: laa dz laD? 
故 通 过 同一 点 的 由 系统 C42) 所 确定 的 方向 场 总 在 由 系统 (4.8) 
所 确定 的 方向 场 的 下 面 。 通过 点 Polop zo) 的 系统 (4.8) 的 积分 
曲线 ， 当 :一 十 co 时 一 定 趋 于 PP 输 上 某 一 点 (积分 曲线 不 能 遂 过 
p= r, z 0). 这 是 因为 当 zœ 0 时, 系统 《4.8) 可 以 写成 


dz NS 
dp ile) 
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Hm z(p) 一 一 oo。 

”而 (4.2) 的 积分 曲线 总 在 (4.8) 的 积分 曲线 的 左边 , 所 以 
(4.2) 的 积分 曲线 不 能 穿 过 pp 一 x Sh, 往 下 的 证 明 同情 形 《4A)，, 这 
里 不 再 重复 。 

以 下 讨论 必要 性 . 
我 们 先 在 第 一 象限 考虑 , 设 不 然 这 时 有 
LKe) + g(p)ldo = 4 > 0, 
显然 (0,0) 为 渐 近 稳 定 的 ,事实 上 将 系统 (4.2) 写成 


一 一 ma z, 


dz 


E = —K(0)s — g'(0)p + Zp, 2. 
其 中 Zi(o, 2) X poz 的 二 次 以 上 的 项 ,其 线性 部 分 的 特征 方程 为 
—i 1 
| —g0) —f(-—24 
由 于 其 0) > 0, g(0) > 0, 歼 竺 征 方程 的 根 均 具有 人 负 实 部 。 因 此 
原点 是 渐 近 稳定 的 ， 收 当 点 PCO, 2) 足够 接近 于 原点 时 , 即 当 z 
足够 小 时 ,通过 PO, co) 的 系统 


(4.2 RRK- e R(E 


== 42 + fC0)a+ g'(0) = 0, 


因为 在 第 一 象限 中 有 A2 > o), 
dr 
如 图 16 所 示 . 
引 理 1 如果 
| U9) + slp) ldp 一 4>0, 


则 存在 z 使 得 通过 P.(0, 2) 的 
系统 《4.2) 的 积分 曲线 必 与 $ 
图 16 一 x 轴 相 交 ， 


证 : 因为 在 第 -一 象限 有 Ko 0, go) 0,2 0, 
令 wp) — f(e) + glp), 


f w (pip 一 FU + g(p)léq = A, 


zi 
E. VM 
: (4.9) 
z 7 G — ule), 
因为 


Ko) < wle), glp) < wle), 


— lp) — glp) > — elp) — w(o). 

所 以 通过 闻 一 点 (go. zo) 的 系统 

(4.9) 的 积分 曲线 , 总 在 系统 (4.2) 的 积 
分 曲线 之 下 ， 


(os +o) 


由 系统 (4.9) 得 
dz . wle) + D 
dq x 
Bp 
23 dz = —w(p)dp, 
_ dz Say 
dz ed (g)4o. 


通过 = 轴 上 任何 点 《0，z) 的 系统 (4.9) 的 积分 曲线 为 


+! T 
3 — £g — lo ztl 一 一 | dg. 
0 E del i (gay 


我 们 要 证 明 ， 存 在 am, 使 (4.9) 的 通过 点 (0, 2) 的 积分 曲线 
通过 (x, 0) 点 . 


即 要 证 明 存在 n 使 得 
cud cere [eode = —4. 
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下 面 我 们 证 明 , 方 程 
1 


— zs log— 


go d- 1 
ANE, (4.10) 式 可 以 写成 
log (zo + 1) = — A + zy, 
zo d- l = eler, 


e*0 =a e(z + 1). 


一 一 4 (4.10) 


F(z) = ef» — e^(z5 t 1), 
F(0) 一 1 一 of4 <0, 
F(coo) — 000, 


故 存 在 Q2 o, 使 得 F(z) = 0. 即 z 满足 


1 
一 z 一 log —— . - — 4, 
: EC 


因为 系统 (4.2) 的 通过 PO, 2) 的 职 分 曲线 总 在 系统 (4.9) 
的 通过 P0, 2 的 积分 曲线 之 上 , 改 它 必 与 g 二 x 轴 相 交 , 引 理 1 
证 毕 . 
现在 继续 证 明定 理 ， 因 为 通过 PCO, zo) 的 系统 (4.2) 的 职 分 
曲线 与 ? 胃 相 交 ， 而 通过 PCO, 2) 的 系统 (4.2) 的 积分 曲线 与 
p 一 二 轴 相 交 ， 则 根据 解 对 初 值 的 连续 依赖 性 ， 必 存在 z* ，xo 一 
z* <an 使 得 系统 (4.2) 的 通过 P* (CO, 2*) 的 积分 曲线 通过 (Cx. 0) 
在 第 三 象限 ,我 们 可 以 得 出 类 似 的 结果 ， 这 时 


[tU + lg(o) lao = —B < 0, 


因为 (0,0) 是 渐 近 稳定 的 , 故 当 PO, —2 (z; > 0) 足够 接近 于 
原点 时 。 即 当 站 足够 小 时 ,通过 PRO, 一 si) 的 系统 (4.2) 的 轨 线 


必 与 负 m 轴 相交 (这 是 因为 在 第 三 象限 ,有 E < 9), 同 样 我 们 可 


以 证 明 芭 下 引 理 ， 
引 理 2 如果 
.476 。 


全 rw) + |elp)l lde = —B «0, 

则 存在 一 zi(zi > 0), 使 得 通过 PiC0, — 6) 的 系统 (4.22 的 积分 
曲线 必 与 g 一 — x 轴 相 交 ， 

证 :在 第 三 象限 ,有 
Fp) > 一 0，g(o) < 0, 2 — 0, 
5 
wp) = fle) + 1g(q2] > 0, 
is E 

[code m T tC» 


+ lg(o2114g = —B «0, 


E: Boi 
Ps 
2 - (49Y 
Era —wi(p)s + wkp), 

A% 

Ke) < wi), T:C31 < eo), 
ax 
~mp) gp) < wi), B — glp) < wp). 
所 以 有 


— Hp)z — glp) < — wp)z + wke), 
RJ (4.2) 的 积分 曲线 总 在 (4.9)' 的 积分 曲线 
之 下 . 


由 系统 (4.9)' 得 
dz 4 wp) — 1) 
dp x ` 


Bp 
一 一 dz — (e), 
2 一 上 
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(EL —— Jas ei. 
x 1 2 一】 


通过 负 2 轴 上 任何 点 《0: 一 z#) 的 (4.9) 的 积分 曲线 为 


= p 
z +f + deg——— =- Í wi( odo. 
RE ag 1 9 


我 们 要 证 明 《4.9》 的 通过 点 (0, 2) 的 积分 曲线 通过 (一 x, 0) 


A. 
即 要 证 明 存 在 zi, 使 
1 


zi + log Sl bag B, (4.10)* 


, 
1 


由 引 理 工 可 知 这 样 的 站 是 存在 的 ， 因 为 系统 (4.2) 通过 PiC0, z) 
的 积分 典 线 总 在 系 绕 (4.9) 的 通过 已 《90, 21) 的 积分 曲线 的 下 面 ， 
KEH pm 一 x 轴 相 交 。 引 理 2 证 毕 . 

于 通过 PO, 2) 的 系统 (4.2) 的 积分 曲线 与 负 ? 轴 相交 ,而 
通过 PICO, 21) 的 系统 (4.2) 的 积分 曲线 与 g 一 一 x 轴 相 交 , 根据 
解 对 初 值 连 续 依 赖 性 , 必 存 在 2*, sz 二 xz” < xi 使 得 系统 (4.2) 
的 通过 PACO, z*) 的 积分 曲线 通过 (一 ** 0) 点 ， 总 结 起 来 ,有 下 
图 ， 


图 18 


由 此 证 明了 系统 (4.2) 的 积分 曲线 不 是 全 局 稳定 的 , 定理 证 毕 . 
例 1. 共有 正切 鉴 相 和 娃 往 ,采用 一 般 RC 低 通 滤波 器 时 的 二 阶 
锁 相 环 路 方程 为 
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p +a e Ying — B0. (4.11) 
XHo.aLm0.7—0,8-0. 
作 变 换 


dd 
3 
Y 


p* = p — tan 


则 方程 (4.11) 化 为 
E " 
(1 十 A) tang 2 (442) 


ek "n 
Q* tap tY 
1 TE UE tang” 
Y 


这 里 
A tan g* 


f(9*)- «29, gp*) 一 8 
1 Ei tan 中 


y l 
A - r(1 £8) o. 


显然 g(0) — 0. 
4 A PH 
Pk De Y are " cos sp 一 4tang (- Y J cos!g* 
gie j= qam y 
4 a 
| cos!g* 
= 3 


即 当 p* æ ONLUS eg Ce) > 0 
E 
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lim gGOodu 一 +o, 


Po 
这 是 因为 
^N 
ERE * 
lm, (1 
学 
= hm L — Lo (E 一 e) — tan! an 
$>) «2 
i I 
A — 8 i cn 人 (二 i e) sek pentan Y 
LL s X1 
: 5 1 十 E tan"! £| tan ( — e) 
Y 2 
(es 
AN. tan| 5 E 7 
8 i f 
i T ig Ean Z s) 
Y 2 
2 
Pe 
- lim 一 一 - = 0. 


故 在 方程 (4.127? 中 f(gp*》， gp" Xx 的 周期 函数 , Cp"). g(p*), 
在 一 — zx < [a - ai re 内 连续 ， 有 gC0) Ps 0, 
9"g(9*) — 0, Ko) —0, 日 

lim p UC + lele) lde = +æ, 


* =al 8 J0 
9 ixen y 


因此 根据 上 述 定理 得 出 ， 从 条 形 域 
H*. 仁 py = p* Ben 
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— tan L, —00« $* « +o] 
Y 


上 任 一 点 出 发 的 方程 (4.12) 的 积分 曲线 , 4 r 一 oo 时 , 都 趋 于 奇 
点 (0,0), 也 就 是 说 ， ERER 
H: {~ 三 < p <5, —o0 «d$ « +œ} 

小 任何 点 出 发 的 方程 《4.1 的 积分 曲线 , 24 1 一 十 co 时 ,都 趋 于 
BA (aE, o), BIDUXSERERR T REEDER ERN 
阶 锁 相 环 路 的 快 捕 带 是 整个 条 形 域 . 

962. 具有 正切 鉴 相 特 性 ,采用 RC 比例 积分 请 波 器 时 的 二 阶 
锁 相 环 路 方程 为 

Q + (a 十 gsec'o) 十 Ytanp — f = 0, (4.13) 

ibHal0,50,770,9B8290, 

作 变 换 


WFE (4.13) 化 为 


8 
tan p* T : 


8 


1 — —tang* 
Y 


。 


人 于] ge 十 作证 本 $ 


=0, (4.14) 


8 
tang” La 
Ko) =a t ngt n| 
1 — = tang” 
Y 
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a 


1 — — tang* 
Y 


所 以 Ko”), gCp ) 满足 上 述 定理 的 条 件 , 且 


gi (= — tan^! £, 0), (- ES s un E, o) NER. 
所 以 从 条 形 区 域 


H*: 人 三 一 am:2 < pt 过 二 
2 Y 2 


m dunt. 
Y 


— o0 « $* « Foo j 
上 任何 点 出 发 的 方程 (4.14) 的 积分 曲线 , 24 2 oo 时 ,都 趋 于 奇 
点 40,0)， 也 就 是 说 在 条 形 域 

ud-I« p «M — c < $ < cl 


上 任何 点 出 发 的 方程 (4.13) 的 积分 曲线 , 当 :一 co 时 , Ep T 


一 (p, z), 
Jd (4.15) 
dz $ 


一 一 zm 一 一 


EA az — glp) = Z(o, x), 
假设 elo) 在 [一 x, r] 上 连续 ， 且 为 2x 的 周期 函数 ，g(0) — 0, 
gCo) = 0,5 p= 0 时 ,psp) > 0, g(x) — 0, «> 0, 

这 时 e(0, 0), ol( 一 x,，0), olx, 0) 为 奇 点 ， 且 of0.0) 为 稳 
定 焦 点 或 结 点 , Cr, 00 K o (n, 0) 为 鞍点 . 

由 于 + SE 一 一 a < 0, 故 系统 GS) 不 存在 围绕 厅 点 
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的 第 1 类 极限 环 ， 如 果 存 在 围绕 相 柱 面 的 第 工 类 极限 环 的 话 , 则 
这 种 第 二 类 极限 环 是 唯 . -的 , 稳定 的 ， 并且 这 种 第 要 类 极限 环 必 
整 条 地 位 于 上 半 柱 面 或 整 条 地 位 于 下 半 柱 面 (证 明 类 似 于 (61, 这 
里 证 明 从 略 ). 

设 


vor A, OT — B, 
以 下 分 三 种 情况 讨论 之 ， 


1. 4 一 卫 ， 
当 a 一 0 时 ,(4.15) 式 为 
Lr 
à (4416) 
| ES 一 gg), 
(4.16) 可 以 写成 
笃 - — 29), aL p Kelda +e, 
BU 
”2 一 一 2 WOZ 十 2c。 
记 | 


Y = —2 Mo 4 2c, 
, —0,35 p—0, 
Y BE OE NM "EM 
Y(— a) = Y (a) = 24 + 2e, 
系统 (4.16) 的 积分 曲线 如 图 19 所 示 。 因 为 由 《4.15) 得 
ô ( da 
Lr (2 2s = 
AAH aÑ, 系统 (A5) DONEO HE tk, 5 
a 3e 0 时 ,系统 (4.15) 的 积分 曲线 的 拓扑 结构 如 图 20 所 示 。 
这 时 原点 不 是 全 局 稳定 的 ， 在 柑 往 击 上 有 测度 为 秘 的 积分 曲 
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BTE A. 
2.4 B, 


这 时 系统 (4.16) 的 积分 曲线 如 图 21 所 示 ， 
HFA e 增加 时 ,系统 (4.15) 的 积分 曲线 按 顺 时 针 方 向 旋转 ， 


不 难 证 明 存 在 w>, H a< o 
时 ,系统 (4.15) 在 下 半 柱 面 存 
在 唯一 稳定 的 第 并 类 极限 环 . 
这 时 系统 《4.15) 的 积分 曲线 的 
拓扑 结构 如 图 22 所 示 ， 当 < 
一 内 时， 此 极限 环 上 升 为 通过 
BZA o 及 oi 的 分 界线 环 . 当 a 
>a 时 ,此 分 界线 环 消失 ,这 时 


系统 《4.15) 的 积分 曲线 的 拓扑 


结构 如 图 20 所 示 . 
FAAEE, Æ4 >B 
的 情况 下 , 系统 (4.150 的 平衡 
位 置 (0, 0) 在 整个 条 形 域 玖 
小 总 不 是 全 局 稳定 的 . 
3. 4 <B, 


这 时 系统 (4.16) 的 积分 曲线 如 图 23 所 示 . 
不 难 证 明 EE ad > 0, 2$ o c of IN, RES (4.15) 在 上 半 柱 


面 存在 唯一 稳定 的 第 11 2548. PR ER, 
24 a — oy 时 ,此 极限 环 下 降 为 通过 
鞍点 ob o 的 分 界线 环 ， 当 > at 
时 , 此 分 田 线 环 消 失 。 这 时 积分 虹 
线 拓扑 结构 如 图 20 BUR. 不 难看 
出 ,当世 二 中 时 ,系统 (4.15) 的 平 
ME o (0, 3) 在 整个 条 形 域 互 上 
总 不 是 全 局 稳定 的 . 

系统 (4 15) 相当 于 系统 (4.2) 
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B MER 


Bee 


REA 


中 fie) = a, g0) 7 0, pele) — 0, glo) XE [— o, r] HEE 
续 、 周 期 函数 , 且 有 


| [e+ lao) llap * o 


的 情形 。 由 上 述 定理 立即 给 出 系统 (4.15) 的 原点 不 是 全 局 稳定 
的 。 这 个 例子 ,我们 进一步 给 出 了 系统 (4.15) 的 积分 曲线 的 拓扑 

在 锁 相 技术 中 有 关 环 路 的 定性 分 析 研 究 , 还 可 参阅 [81— 
[13], 
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第 十 六 章 ”在 星系 密度 波 理论 中 的 应 用 


$ 1. 问题 与 结论 


密度 波 理 论 成 功 地 解释 了 星系 螺旋 结 构 的 总 卷 轩 难 8"、 Mei 
生 外 证 明了 境 扰 动 引 力 场 的 连续 周期 解 就 是 自治 的 线 人 性 密度 波 
解 ; 在 数 信 计 算 时 发 现 非 线 镍 解 极 敏感 地 依 融 于 初 值 的 选择 ,并 指 
出 解 可 能 是 不 稳定 的 . 许多 迹象 都 顶 示 着 密度 波 可 能 是 不 稳定 
的 . 本 章 采 用 气体 盘 模 型 , 在 准 稳 紧 沧 螺旋 近似 下 证 明了 密度 波 
存在 着 非 线性 的 不 稳定 性 ,以 及 基态 为 超 袁 速 时 的 准 稳 性 . 

仿效 星系 激 波 的 处 理 方法 ,在 等 角 螺 旋 正 交 举 标 系 人 .9) 中 ， 
扰动 场 的 方程 为 


(2o 十 01) (ao 十 wy) 一 Dato, C1.) 
Goss Fs 一 站 各 m Qu + a) C£ + G — n) 
te(1+_ dm) a, an 
og 十 a dw 
(wo 十 w) x = Bw, — xs, (1.3) 
AU, = deo A. (1.4) 


其 中 符号 的 含义 在 [13 中 给 出 . 只 是 这 里 的 a 是 恒星 的 弥散 速度 ; 
1.35517] 


C= — 60 (1.5) 
On 
企 线性 密度 波 时 ,有 
G = C sin (bn + yo), bm -25 (L6) 
sini 


而 
A -— 1Qu 2, Be ET a, C = F(zQY, (17) 
2 


恒 是 弥散 速度 都 比较 大 ,在 -- 般 的 紧 卷 螺旋 中 
wo = CO 一 9) 三 sini 
都 小 十 a, 因此, 我们 讨论 基本 亚 声 速 党 基态 附近 的 非 线 性 连续 周 
期 解 ( 即 非 线 性 密度 访 ), 即 满足 条 件 


wo < a, ws, H wol <a, (1.8) 
我 们 将 证 明 它 是 不 稳定 和 的， 而 在 
f. a (1.9) 


的 条 件 下 , 则 可 证 明 其 准 稳 性 . 
82. 非 线 性 不 稳定 性 的 论证 


为 了 方便 ,将 Was Wnts Mg, 7] 分 别 记 为 Ya Yis Za X. 先 忽 路 小 
最 x, 则 方程 (1.2) 和 (1.3) 可 重新 写成 


(y + yo)? — a? dy 
i O + yo) dx As E 
(2.1) 


(y + yo) Z - By, 
dtm 35317) 6 d 1812; e (1.4) 确定 ， 
现在 ,我们 来 证 中 下 看 的 定理 ， 
定理 : 给 定 微分 方程 组 (2.1), 其 中 «为 常数 ,并 存在 常数 
do, Bo, K {E14 
A(x) > 4927 0, BC) < Bg 0, 0 ywa, (2.2) 
[GG] « K, K>0, (2.3) 
则 在 区 域 
ly] < yo lyt yl <a (2.4) 
当中 (2.1) 不 存在 稳定 的 周期 解 . 
证 : 方程 组 (2.1) 左 方 系数 在 
y tym R Ots (2.5) 
zc X EI oo, 在 (x, y, 2) 三 维 空间 中 , (2.5) AE 25 f IB. (2.1) 
有 三 张 奇 面 、 当 * 增长 时 , (2.1) 的 积分 曲线 一 般 不 能 通过 它们 ， 
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从 此 加 上 (2.4) 的 限制 . 
分 别 两 种 情形 : 即 (2.1) 在 (2.4) 区 内 无 周期 解 和 有 周期 解 . 
对 于 前 者 定理 不 需 证 明 ;， HTAA, ARARA GO), 
z0()) ic. 下面 来 证 明 GOGY, 2? G2) 对 于 《2.1) 的 积分 曲线 
族 为 不 稳定 的 周期 解 . 为 此 ,引信 人 新 变量 
p= yx) — y (x), $ = z(x) — Kr), (2.6) 
将 (2.6) 代入 (2.1), 将 方程 对 (o, 40 FEREIUSUROT , 


daj? ale) ala) . 
okor eee en 


a) = LAE) + GG] Le 十 (和 十? 让 
[2 Cot yO) X 


D ,0 
alr) = Cya ee a? A, (2.8) 


其 中 


B 
uud cT TX 


Co, dX) ER (Cp, A) 的 二 次 以 上 的 项 . 
注意 到 (9) , 4902) 29 (240 由 的 连续 周期 解 ,在 -个 周 
期 中 。 它 是 有 界 闭 集 上 的 连续 函数 , 因此 , 利用 2.3) 及 (2.4), H 
(2.8) 可 有 三 个 常数 Kuo Ka, Ks 使 得 
ex) > —Ki, K >O, 
als) SK < 0, e(x) « — K < 0, j (2 
只 要 能 证 明 (2.7) 的 线性 部 分 , (o, o) 一 (0,0) 是 不 稳定 
的 , 则 加 上 非 线性 部 分 (p, dh 后 ,这 个 结论 仍 成 立 。 这 里 关于 稳 
定 与 不 稳定 的 意义 是 按 众 所 周知 的 李 雅 兽 诺 夫 意 义 来 定义 的 ， 例 
如 参考 [11], 
由 此 ,定理 的 让 明 归 结 为 ， 
引 理 1: 对 线性 微分 方程 组 


了 ey(x) o5) ( P 
AORO T e» 
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WER (2.9), 则 (2.10) WFE Cp, 4D 一 0, 0) 是 不 稳定 的 . 
这 个 引 理 是 下 面 引 理 2 的 一 个 特例 . 
引 理 2: 考虑 微分 方程 组 
A(s) B [s E (5). (2.11) 
dx Vh ax) al) Vo 
假设 对 所 有 的 x* zm 0, 存在 常数 K, Ko, Ks 及 Ka, 使 得 
(a) alx) Ze —K,, KZOD, alr) « —K4-«0, 
ale) S —K, «0, ox) zm — Kye Ky 之 ` (2.12) 
(b) 天 Ka 一 KK, > 0, 
Wü Cp. o) = (0, 0 ARAE. 
证 : K> 0, K> 0 可 将 KQ 稍 变 小 一 些 使 条 件 Cb) 03 
保持 , 即 取 Ki, Ka, Ka, Ka 使 得 
GY al) 2 K, KSK >D, 
ex) € ~K < 一 天 一 0， 
alt) « —K;« RK 0, 
oZ 一 天 4， 天 4 之 K, 之 0， 
(b) E,K,— KjK,- 0, 
O 现在 取 比 较 方程 组 


2 E E (2.13) 


研究 (o, 4) 平面 上 第 二 象限 《gq 过 0, 6 2 0), WE 
dp 
dx 
dé 
dx Qax* 
方程 组 (2.13) 的 特征 方程 为 (参考 [2] 
一 天 一 2 -—K, 
| —K; —K.— i 


< 一 de 
QAD dx 


dé 


QD dx 


aaa)” 


zs d phl +=), 
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其 中 = Kl 十 K, 2 0, q = KK, — KK, < 0, 
特征 根 | 
à mL (Copt P — 4), 


和 一 二 (一 ?一 VB 一 4)<<0. 


-由 于 已 闪 0 作 变换 。 E 
d = Kap T 《一 天 ) I hy, 


£ = (244) 
Y = Ki + (—K, -— à). 
HE (2.13) 经 变换 《2.14) 化 为 
4X dY m 
ue c Mi Lot. uto) 


其 积分 曲线 族 为 
VOX, Y)= |x|75|v | = mii, 

GD) 将 第 二 象限 (o — 0, 6 9) 用 两 半 直 线 

h: Kip +t Kp = 0., 

h; Kap Kb = 0 
分 为 三 块 4 区 ,区 , C 区 .其 中 按 由 而 言 4 区 在 83 区 上 方 , B 区 
在 C 区 上 方 、 按 市 言 4 区 在 8 区 右 方 , B 区 在 C 区 右 方 . 

HTK OOY, 显然 4 在 1 上方， 

下 面 我 们 分 别 在 区 域 4, B,C 中 作出 李 雅 普 诺 夫 喘 数 

CFR) 研究 区 域 4, 

在 第 二 象限 内 ， 半 直线 疡 在 直线 Y 一 0 之 上 方 , 故 4 区 内 有 
X-«—0,Y-—90. 

ERRA rp f'ESE TECH VET UR TC 

Vio, 4) 一 V(—X, Y) = (—-X)5Y^h 

== [Kp T (K, + EE Kp F (—K, ez delh, 

将 它 沿 (2.11) 之 积分 曲线 关于 * 求全 导数 ， 
Tr (3X 3e + 2X dt) 
dx OX Op dx Oo dx 
OV 3Y d OY d 
Hors " * 8s x) 
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dv 
dx 


"FS 
GaD XY 


gran 2e] ul 


IES A;Y + AX) 2e] 


Ga) 


dé 


到 V d 
E KO 5 ła) (22 au) dx 


(—XY) ldr 


(42 


— de| 2$ | 
dx |Ga2 dx |GaDJ" 


在 区 域 4 中 有 


dp <0, dh 
dx 12143 dx 


{2.13 


«de 


dg 各 | 29 
tz R QaD (13) dx law 


dx | Gu dx dx 


dp 


dé > 4p 
dx 


Qa dx | O4» dx 


E 


GA2 dx 


(2.13) 


av 
dx 


T V |2 dp 
Qa > Kh M yy (—XY) XY) a dx |a) 


—dp| 2e ] 
(2.10. 


dx 1013) dx 
= _V dọ dp db 
EG rem (—XY) dx | 32 N (2.13) dx M adu 
(L) 在 区 域 好 中 讨论 。 取 李 雅 普 诺 夫 函 数 为 
Vio, 由) = h — p, 
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则 在 互 内 有 Vio.) 0， 
3t H. 
zr] ap — d 
dx 230 77 dg |GaD dx 
si| dp 
dg 3) dx 
(BR) FEEDER C rH, X — 0, Y «— 0, 
取 李 雅 普 诺 夫 函 数 
Vile, $) - V(—X, —Y) GN (—X)7^(—Y)^, 
*PEEQO.11) 之 积分 曲线 关于 x 求全 导数 ， 


Q.D 


Mes 
(Q.t3) 


S om RGB. 
dx GD (—X)(— Y) Ndx lad dx loan 
1e) dej ) 
dx V2) dx aa? 
但 在 区 域 C 中 有 
ip 0, dé 3 
dx It{2.13} dx 16213) 
并 有 旦 有 
db db) d) < 加 
dx iQ.1) dx (2.13) dx Qa dx |Ga35 
wA 
| 
dx (G4D XY dx (2) Nx [O15 
cou ET 
dx iG. 1D 


办 此 根据 非 驻 定 系统 不 稳定 的 切 达 耶 夫 定理 号 , 知 (2.11) 的 
零 解 是 不 稳定 的 。 引 理 证 毕 ， 在 引 理 的 基础 上 ,定理 也 证 毕 . 


$3. 讨论 


(一 ) 不 稳定 性 的 发 展 速 率 
EGH (1.6) 之 形式 , 当 五 入 1 时 就 得 自 洽 的 线性 密度 波 ， 
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BRE xx. BU QA) 之 形 。 出 此 可 更, 本 文 的 结论 对 线性 密 
度 波 是 成 立 的 . 涂 负 生 在 用 计算 机 计算 时 已 发 现 周 期 解 很 难 算 ， 
初 值 稍 一 有 差 , 解 即 发 散 , 但 没有 进一步 从 理论 加 以 芳 察 , 我 们 则 
从 理论 上 论证 了 这 种 不 稳定 六 的 必然 性 . 

AH, 41 C 足够 小 时 ,方程 组 (2.1) E (e, 9) = (0, 0) 
奉 近 可 以 有 周期 解 。 例如 在 jy| « y IS GET. 将 OD 左 方 系 
数 中 的 》 十 yo 所 yo 代替 , 则 (2.1) 变 成 常 系数 线性 的 方程 组 、 有 
通 解 

y= Cie™ + C,e7* + Cacos(bx + xo), 


外 汪 S 
go 16. urs — er + Casin (bx + xy). G.D 
A yo Ayo 
其 中 OO, Cio FEX ER, 
byo 
Cy 一 — AL MCC C -- 一 -一 一 ze 3.2 
É Pg — yi) — AB = ne — m (3.2) 
ZH B) ~ (3.3) 
yt 


这 里 当 C 一 C2; 0 nf AAE, 

当 C1 一 0, PU BER C 一 十 co 趋 于 这 个 周期 解 . 

当 Ci 关 0, 则 积分 曲线 以 ce" 的 指数 发 散 ， 亦 即 在 G, y, 2) 
三 维 空间 中 除了 一 个 零 测度 的 二 维 曲 面 和 外 。 其 余 的 积分 曲线 均 以 
< 最 级 发 散 , 故 周期 解 虽 存在 ,但 不 稳定 。 另 一 方面 ,由 于 有 一 
零 测 度 的 二 维 曲面 上 的 积分 曲线 趋 于 此 局 期 解 ， 因 此 又 可 以 勉强 
用 计算 机 将 它 近 羽 地 算出 . 

由 《3.3) 可 及 估计 出 r 的 大 小 约 为 10 左右 。 HT ep 

n = cosiln (各 ) + osni(0 — Qpr), 


所 以 3 变化 0.1 左右 ,就 可 以 使 速度 变化 < E. 在 太 距 附近 3 E 
4t 09.1 对 应 于 1/3 银 年 ， 即 约 3 0 10 7g, — 这 个 发 展 速 率 比 托 姆 
(Toomre) 由 群 速度 给 出 的 还 要 快 . 

2&4 ly] « yo, RISE] C4] « yo, 或 
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PG! — y+ AC- B) 
F« SX Qu. 《一 召 
在 徐 遐 生 巴 计算 的 例 中 ，Fo 兰 0.3 他 取 了 
F = 0.01 ~ 0.05 
FAREI FRELAULERT E 
y = Cacos(bx + xq), z = C.sin (bx + xo) (3.5) 


- Fo, (3.4) 


来 描述 ， 

(二 ) 二 级 量 x 的 影响 | 

ABE ns xs x 三 个 小 量 , 方 程 (2.10》 化 为 (2.11) ,条 件 (2.9) 
要 加 强 到 引 理 2 的 (2.12)， 这 时 方程 (2.11) 可 写成 


dy | (y tx) t+ y+ 


dx (y 十 yy — a? 4 — (y F y n 
el +e) 
-+ G 二 y») —- a X1» (3.6) 
Exo By ol 


es 


X3, 
dx y 十 yo y t oye 


其 中 
x,** ycos; — zsiní, 


zı = a(ycosi — zsini)sini — z(ysinz + zcosi) 


+ œf cosi, C09 
1 一 一 czsinfcosi + yCysins + zcosi) — a sini, 
— d2 w do 
a= m dz] f nto dR’ (3.8) 
则 在 原来 (2.10) tigre (^09. AO) 的 基础 上 还 要 加 上 一 个 
ex) 0 

EE 

[m e) (3.9) 
Ae) Ae )/ 
其 具体 函数 如 下 : 
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2 0y 
Aale) = -< 十 (yo + 39) (0) 


[e ES (yg 十 yy 


PAS re | 
cosi sin i 
S TES 2 - 
一 az sini)? — 39409) sini — z cosi | 


[æy 
yo 4- y? 
a — (yo t yy 
2aà(1-- 8) Cyo + y?) 
[ew yo. 
a(1 + B)cosi 
a! — (yy t y? y" | 


A {Yo 十 y?» Paa t Y Oan y 
à = [ Py 十 Ye dni (3.10) 
ee EED ta Gino y 


" : a'(1 + B) sini 
十 2st jan tato t ym 
2y9 sin j + zÜ cos 1 
dee. d COT D 
x [—az(? sini cosi + (y? sini + y(?20? cos i 
— alg sinil, 
«sinicos; — y cosi 
An) m ainiai — eai, | 
Ha y, 20 uH G.2) 的 C3 及 C4 来 控制 。 不 难 验算 ， 当 
F = 0.01 ~ 0.05 时 ,这 些 Ao; 并 不 改变 (2.10) 的 不 稳定 福 , 因而 
O12 (14) 系统 不 存在 稳定 导 期 解 , 即 车 虑 二 级 量 后 , EOS UT 
是 不 稳定 的 . 
(=) 关于 解 的 自 洽 性 
线性 中! 和弦 非 线性 3 的 密度 波 解 都 是 自治 的 ， 一 般 讨论 气体 
的 韭 线 性 响应 和 星系 激 波 时 都 不 满足 自治 条 件 DS» SE 
利用 气体 盘 横 型 时 没有 具体 地 要 求 出 户 治 的 非 线性 解 , 但 是 ,在 上 
一 节 的 证 明 中 ,对抗 动 引力 场 撑 的 条 和 件 是 很 宽 的 . 条 件 (2.3) A82 
求 扰动 引力 场 是 空间 的 在 界 函 数 ， 显然 , 有 物理 意义 的 站 沦 解 也 
应 该 包括 在 这 个 条 件 之 内 .完全 归 治 解 可 以 通过 数值 计算 解 所. 
有 从 另 一 个 角度 看 ,由 于 当 扰 动 引 力 场 很 弱 时 , 非 线性 解 就 是 通 
常 的 线性 密度 波 ,因而 ,本 节 的 结论 对 于 和 白 洽 密 度 波 和 解 应 该 是 能 够 
适用 的 . 
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+ a'fcosi] + 


X [ecosy sin :—z® sin z1— 


x (y cosi — z sini] 


《四 )》 对 气体 的 非 线性 响应 和 星系 激 波 的 影响 

将 (1.6) 式 代入 (1.2), 并 把 = 理解 为 气体 的 等 效 声速 , 则 本 节 
的 结果 就 可 应 用 到 气体 的 非 线性 殉 应 和 是 系 激 波 中 .这 表明 , 亚 声 
速 流动 基态 附近 的 周期 解 是 不 稳定 的 ,而 声速 线 是 奇异 强 ， 因 此 ， 
完 金 亚 骨 速 流动 时 不 存在 有 物理 意义 的 周期 解 。 本 节 严 格 地 证 明 
了 我 们 在 简单 分 析 时 得 到 的 结论 全 完全 亚 声速 流动 出 现在 共 转 
美 附 近 .， 因 此 ,这 个 结论 对 于 星系 螺旋 结构 的 含义 是 ,在 共 转 鸭 附 
近 不 会 有 稳定 的 密度 波 , 而 且 也 不 会 形成 星系 激 波 ， 这 样 ,明亮 的 
螺 族 结构 就 应 该 中 诺 于 共 转 图 以 内 的 某 个 半径 处 ， 本 忆 得 到 的 共 
转圈 附近 的 行为 ,与 讨论 共 转 奇 异性 影响 中 的 结果 有 相似 之 处 . 

CR) 关于 方程 的 近似 性 

基本 方程 组 (1.1) 一 (1.4) 是 在 许多 近似 和 简化 假设 下 推导 出 
来 的 ， 它 们 是 : 

CD 难 稳 螺 旋 结 构 . 基本 方程 组 是 在 以 等 O, 旋转 的 坐标 系 中 
推导 出 来 的 ,其 中 假设 了 随时 间 的 变化 很 慢 , 而 忽 了 略 不 计 ， 

GD KARE. 一 般 认 为 星系 存在 螺旋 宏图 。 在 紧 卷 螺旋 的 


Bug v, -9 | « | -8 | ,juan 让 1， 因而 忽略 了 对 5 的 导数 硕 
aE ân 


MaM MERKE AEREA. METAR, H 
基本 方程 可 以 得 到 线性 密度 波 解 中 就 是 一 个 证 据 ,。 上 节 还 证 明了 了 ， 
包括 小 量 x; 后 我 们 的 结论 不 次 . 

Ci》 无限 薄 盘 模型 ， 这 是 通常 分 析 时 采用 的 一 -个 近似 , BUR 
路 厚度 效应 ， 

(iy) 气体 盘 模 型 。 这 里 是 用 气体 盘 来 模拟 星系 盘 。 这 是 广 
泛 采 用 的 一 种 篇 便 的 行 之 有 效 的 方法 。 许多 情况 都 证 实 , COO 
与 恒星 盘 主 要 行为 有 对 应 关系 ， 但 也 应 意识 到 4 气体 盘 与 恒星 盘 之 
行为 也 会 有 相 异 之 处 . 

GO 等 和 角 螺 旋 线 近似 . 在 星云 激 波 的 研究 中 , KERET 
简化 假设 。 看 来 不 会 引起 重 天 的 出 和， | 

结论 : 本 节 证 明了 ， 在 上 述 假设 下 密度 疲 存 在 非 线 性 不 稳定 
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性 . 因为 很 有 的 非 线性 密度 波 就 是 线性 密度 波 , 所 以 这 种 不 稳定 
性 也 存在 于 自 洽 的 线性 密谈 波 中 ， 这 种 不 稳定 性 是 在 上 述 五 个 基 
本 假设 下 推导 出 来 的 ， 有 必 亡 对 这 些 假设 做 进一步 的 深入 分 折 ， 
这 样 就 能 进一步 认识 密 谱 波 的 性 质 . 


$4. 基态 流 为 超声 速 时 的 准 稳 性 证 明 


现在 我 们 研究 基态 流 为 超声 速 (W;, > a) 时 星系 密度 波 非 线 
性 周期 解 的 性 质 ， 我 们 将 证 明 ,只 要 扰动 引力 场 强度 不 太 大 ,周期 
解 上 只 有 准 稳 性 质 ， 本 节 推 导 怠 了 保证 准 稳 的 条 件 , 并 用 数据 加 以 
方程 组 (2.1) 等 价 于 下 列 二 阶 方程 : 


di dy — 4GCx) 
«ipeo deeds TM 
其 中 
m tx (y 十 yo? "A a? 4.2 
(y) a (4.2) 
LAC B) 
Ty) TEDE (4.3) 


方程 (4.1) 可 以 理解 为 一 个 在 外 力 80. 作用 下 的 变质 量 m 


REREN rO) 的 振荡 系统 . 
2j (y y ca, 
mOr) «0, 
这 可 类 比 于 一 个 具有 排斥 力 的 
系统 ， 如 同一 个 向 上 倒立 的 把 
〈 见 图 1a)， 在 [15] 中 已 证 明 
W mQ»O)€0 eO. 其 周期 解 的 不 稳定 性 ， 当 
{y+ y > a 
hi, moro) 盖 0， 这 可 类 比 
于 一 个 下 垂 的 扔 ( 疯 图 1 b)。 由 此 可 更 , 在 不 很 大 的 外 力作 用 下 ， 
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g 


w 


图 1 方程 <4.1) 的 振荡 系统 不 意图 


其 周期 解 具有 有 稳定 或 准 稳 的 性 质 . 

在 $5 中， 我们 将 推导 保证 准 稳 (或 准 周 期 ) 的 条 件 。 同时 
对 GC) = C sin br 的 特例 加 以 验证 ，5 6 对 整个 图 象 作出 综述 ， 
并 将 推出 深入 一 步 的 问题 ， 


55. TES AR Ip IZ MESS 


对 微分 方程 组 (2.1), ERF SE Cy (2) , 200), 29 T WI 
究 这 个 特 和 解 附近 的 解 的 定性 行为 , 作 变 换 
p= y — yP), d =z — xx). (5.1) 
方程 (2.1) 化 为 


afo) (n6 eco {PY (o ; 
Hke GA e 


[yo tt 39 (2) + a! 
{lyo 4-366215 — ag 
x [L4279(x) + GG], 
_ [yo+ 39 (214 (5.3) 
[yo + y9GO ]l — à? * 


其 中 


ej (x) 一 一 


ax) = 
i 二 全 = 
" m 十 y9 (o) ]" 
而 M 28 Ce. 4) 的 二 次 以 上 的 项 , 其 系数 为 YO, 2000) 及 
2 


GG) 的 函数 . 

由 (5.3) 知 , eG) 与 8 同 号 ; 且 当 [yt yO 2 a 时 有 
ex) > 0。 而 [15] 中 讨论 的 是 cz(x) < 0 的 情形 。 可 以 证 明 , 当 
G (x) 为 周期 函数 且 1GGex) | 不 很 大 时 ,《2.1) 可 以 近似 地 求 出 周期 
fi (y Go) , 20 G0) ,其 周期 与 GGO 相同 ; 并 且 当 1GGO | 不 很 大 
时 ,也 有 yot y? GO) >a, AF mk 与 os(w) 的 正信 号 相反 ， 解 
族 的 定性 行为 发 生根 本 的 变化 ,不 能 像 [15] 那样 得 到 完全 不 稳定 
的 结论 ， 相 反 ,我 们 要 研究 的 是 ,或 者 稳定 ;或 者 虽 不 稳定 ,但 是 在 
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周期 解 附近 来 回 振动 ,而 不 是 单纯 地 离开 . 

Td Hen 

(D e! « yi, 

(2) 外 力 即 1G(z)| 不 太 大 ， 

(3) 特 解 满足 yo + y? (x) >a, 
在 上 让 三 个 条 件 下 ,我 们 来 研究 (5.2) E Co, 4) — (0,0) 附近 的 
解 的 定性 行为 。 首 先 讨 论 线性 部 分 的 定性 行为 , 

引 理 $.1: 方程 组 


(5) i Ex a Mw ou 
dx Vd osx) 0 $ 
Tk PARU: 
(HR) eG) X day 77 0, 
E) 0d, x ox) S da, di, 
(P3) 0 «—4, x ow) EA, das As 0, 
其 中 41, dis Az, dis A 为 常数 ,并 且 满 足 
(T) 4d « Add, 
则 (5.4) 的 解 或 者 停留 在 O, 0) 附近 ,或 者 虽然 离开 (0,0), 但 


是 以 蛙 旋 形式 离开 ,并 且 离 开 的 速度 由 < 全 * 控制 . 
证 ， 先 对 (5.4) 的 积分 曲线 在 9 一 0 6 — 0 MLE A 
定性 分 析 . 
在 p>0,d 一 0 上 ,有 


Lr osx) < 0; 
dx 


i L- 在 四 一 0, 风 一 0 上 ,有 


AP. a yx) > 0; 
dx 


在 p<0,% 一 0 上 ,有 
2E p> 0: 
dx 
图 2 《5. 仿 积分 面 线 的 定性 行为 示意 图 40. 20 $0 E, 
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o d oC) qp « D, 
dx 


定性 行为 如 区 2 所 示 ， 故 有 一 种 旋转 的 趋向 。 但 是 , 在 每 一 象限 
之 内 ,我 们 仍然 还 可 能 有 不 同 的 拓扑 结构 . 


PENDA 
(p4) BK. 9) 
Uo v JG. c» 


其 中 plp, t), EO», 42, Xo, d) 定义 如 下 : 
(D 36 9 20, 4 之 0 时 ( 即 第 一 象限 ), 取 
EKP, 4) — A, Eo, 0) — 4, Ao, 4) — 45, 
这 时 有 
ex) 十 ay) S Ap + Ab, 
ax) S Asp « 0, 
QD 当 <0, 020 时 (第 二 象限 )， 作 直线 Ap 5 0 
将 第 二 象限 分 成 两 部 分 : 
Ql) 9-0, $20, Ap + db 2 0 时 , 取 
Bio, H) — An Gp, d) d Fo, 0) = A, 
这 时 有 
alep + a(x)b > dip + dio 9, 
0 < os) x dip. 
(IL) 9 «0, 5$ 250, dip + Ax x O 时 , 取 
Elp, e) = A, Bo, o) 一 d LACAN $) - A3, 
这 时 有 
ei(x)g + ay (x)d > Ap + At, 
os(x)p => Ap >0. 
(ID ?4 9 «0, 4 <0 时 (第 三 象限 ) , 作 控 制 方程 同 (D. 
(IV) 当 9 220, 5 x 0 时 (第 四 象限 ): 
AV) € 20, 4 « 0, di 十 dd 和 0 时 ,所 作 控 制 方程 同 (IT). 
(IV) e 2 0, «0, A419 十 A428 之 0 时 ,所 作 控 制 方程 同 CI). 
这 样 ,《5.4) 及 《5.5) 的 向 量 场 在 (e, 0) 平面 上 有 图 3 的 形 
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式 , 其 中 箭头 表示 zx 增加 的 方向 ， 所 以 , 如 果 (5.5) 的 积分 曲线 绕 


着 (o, 4) = (0, 0) 旋转 , 则 (5.5) 便 构成 对 (5.4) 的 积分 曲线 的 
一 组 控 扔 曲线 . 


X 
b [4 
S | ac) 


-——- (5.4) 
——— (5.5) 


— 


4,9 3 did 
fV) 
图 3 Cp, H 平面 上 CORO 的 向 量 场 ,它们 分 别 对 应 于 诬 线 和 实 线 
下 面 研 究 《5.5) 在 不 同 区 域 中 的 性 质 . 
在 {了 和 (HD 中 ,(5.5) 为 


A Du Ge 


(5.6) 的 特征 方程 特征 根 分 别 为 
3 á, m—— 
一 = = -— A44—44;-0, 
EP mi 


在 (ID f Ovi) d, 65) 为 


P 4 d? 
+o- i MI (5.6) 
(5.6) 之 特征 方程 和 特征 根 分 别 为 ; 
ss E = 2 — Aà — Ad = Ù, 


* 502% 


L= E (Ait VA + Adi). 


E CIL) M AV) 中 , (5.5) 为 


Py (4, dA /9? : 
z£()-G Iu (5.67) 
(5.67) 之 特征 方程 和 特征 根 分 别 为 : 
Al—4 4h 
| 4; cud 
à cm l VESTE AS 


一 40 一刀 243 一 0， 


因为 e "E 5 
一 didi — A143, — didi < 一 diui. 


由 于 条 件 ( 丁 ). A< 44545, 故 这 些 2 ORE, 

因此 ,在 I RRA, (5.6) ARAA ARR. E IR IV 
SER (OL. Vd A, (5.60 29 —HREREIR ACE XRES, (OL), (V2 
A, 6.67) 为 一 族 绕 原点 之 螺 线 .。 RERE Ph, o MRE 
Ap c dub 一 0 上 联接 起 来 , 形成 一 族 新 的 螺 线 、 这 族 新 的 螺 线 
构成 了 对 (5.4) 的 积分 曲线 的 控制 曲线 族 . 

下 面 分 两 种 情形 讨论 ， 一 种 情形 是 GA) 的 其 一 条 积分 曲线 
进入 四 个 象限 之 一 以 后 ,不 再 走出 这 一 象限 。 另 一 种 祖 形 是 ,积分 
曲线 进入 任何 象限 后 均 走 出 这 一 和 象限. 

第 一 种 情形 ,由 于 这 个 象限 及 《5.5) 的 控制 , 这 条 积分 曲线 即 
停留 在 (0, 0) 附近 . 

第 二 种 情形 ， 积 分 曲线 或 停留 在 (0, 0) MENA, 或 者 逐渐 
离开 ， 但 由 于 (55) 的 螺 线 族 的 限制 ， 只 能 打 疾 地 离开， 不 能 如 

> da A 这 时 控制 曲线 (5.5) 增长 的 量 


级 不 超过 eT, 故 也 可 作 (5.4) 的 控制 量 级 的 上 限 ， 进一步 的 估 
计 可 用 exp 填 k a (2)dx 来 描述 x 经 过 2e 的 主要 变化 量 级 . 


引 理 5.1 证 毕 . 
注意 条 件 ( 丁 ) 也 不 能 削弱 . AX Œl, 0$, 03 为 常数 ， 则 条 件 
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(本 ) 是 必要 的 . 

和 根据 《5.3》, 我 们 可 具体 求 出 A, as dos A, 4; 等 几 个 量 ， 
由 于 y9 (0) 是 20000) 在 x 的 基 一 闭 区 间 Osce «22 JE Ye ER 
数 , 因 此 有 最 大 值 和 最 小 值 , 故 可 有 

159? | « Y. 
可 以 看 出 , ol) 是 y 中 (x) 的 单调 北三 函数 , 即 


a -1 
[d - 0 — Ex "m - 
N { [yo + yO(#)) [yo 十 | 


由 上 比 有 


Ant < o5) «& Alya — Y) " 
Git Y) -—a (yp — Y)! — a 


政 可 取 
m UD EY). cu cc tu) 
Ga t Y) — a’ : (yo — YY—a 


一 m tue: NET A. 3 
由 于 一 ms(%》 [5 E yo Ce) TL 是 yO) 的 单 减 函数 , 故 


-Bp < PEE: 
OU UO EMISIT 
HETE 
B 一 B 
= — A 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
a REP P o eX 


dde) 中 的 因子 
[ot »O PT jy 
{Lya 十 y? (x) ]:2 一 ay fly ( )j. 


"m ay? G2] 
dy (x) 
au o 2Iyo + yO) lys + yx) + 3a} 
{Lys + y 9 G2 P — ep 
AX f 9x) BARRA AEA 
lys t y? GO D? a 过 o Yt æ 
Liyo t 490)! a [Co YY-- ep 
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<0, 


还 有 ,由 于 连续 函数 有 上 界 WE 
—K « hzo(e) + G(#) < K, 
所 以 ,就 得 到 
—[ Az" rte 
DT 
[v 十 ye 十 加 ce n— Y t e 
5 F^ y9GOT —ey ^^ TO — Y? — a 


故 取 "SR 
e: 如 一 a? 
4 K [Cyo — YY a ay 
这 样 ,条 件 ( 丁 ) 即 化 为 
el yyte p " 4AB 
[Cy — Y)! 一 eV Cya + YO[Cyo + Y — 2] " 


(5.7) 
(5.7) 便 是 保证 特 解 Cy 9) , 200 (0 ) 附近 的 解 在 其 附近 绕 轿 的 
定性 条 件 ， 由 此 得 到 下 面 的 定理 , 


定理 5.1: 方程 组 
Got yo + ya dy = Az + G(r), 
yot y dx 


dx (5.8) 
(yo + ») pou By, 
其 中 4 0, B — 0,2 — yl, RARR OGOR, zO), HE 
yt y? (x) 20 a, [y 9 GO) | e Y, Bil FTEBSA AEG, 
(yo — Y+ e 4AB 
EL Dog) d (yo + YoLCyo + YY — el 

RIE GO) , OC) 附近 的 解 或 者 停留 在 它 附近 ; 或 者 如 要 离 
并 它 , 必 须 在 它 附 近 以 绕 圈 的 方式 逐渐 离开 . 

文献 [15] 中 的 定理 和 这 个 定理 的 物理 意义 是 : Npatm- uH, 
(y? (2) , xz) 是 不 稳定 的 ,其 附近 的 解除 一 个 零 测 度 集合 上 的 
解 外 ,者 与 它 远离 ;而 当 @ 生 天 并 满足 不 等 式 45.7) 时, 则 (yo(z) ， 
zx) ) 是 稳定 的 解 或 者 准 稳 的 解 . 

当 JY] « wh. G7) 式 为 
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KR 
VI 2 3*7 ii 

dE (5.9) 即 可 保证 准 稳 . 

下 面 来 证 明 ,加 于 非 线性 项 以 后 不 改变 特 解 《0Gxy , 8) ()) 
的 准 稳 性 质 ， 

上 面 分 析 的 是 线性 情形 . 加 上 非 线 性 项 后 ,注意 到 (5.3) 中 的 
高 次 项 的 系数 是 连续 有 界 通 数 , 因此 这 些 系 数 均 有 上 下 界 ,. 由 此 ， 
可 以 作出 不 带 * 的 只 含 《p，, 4) DRAEI HAR. 

注意 到 当 定 埋 5.1 成 立时 ,线性 控制 方程 的 积分 曲线 一 定 是 
螺 线 或 忠心 曲 线 , 因此 , 加 上 非 线性 项 后 , E (o, 4) 一 《0, 0) 附 
近 ， 螺 线 的 性 质 不 变 ， 中 心 曲 线 可 能 仍 为 中 心 的 ， 也 可 能 变 成 螺 
ae AZ, 旋转 性 质 不 变 ， 因此 , 作为 控制 曲线 仍 有 效 ， 结论 
是 : 

定理 5.2: 定理 5.1 中 芳 虑 非 线性 项 以 后 ,在 条 件 

yot 59 (0) > a 

及 不 等 式 (5.7) 的 控制 下 ,同期 解 或 为 稳定 的 , 或 为 准 稳 的 . 

(二 ) 线性 密度 波 引 力 分 布 情形 之 验证 

线 杜 密度 波 的 自治 解 有 有 G(x) = C sin bx. 而 弱 的 非 线性 密度 
波 解 即 线性 解 四 ,在 |y) | « yo 的 情形 下 ,近似 地 有 


y9 (x) = Cicosbx, . (5.10) 
aU (x) C,sinóx, (5.11) 
其 中 " 
—bc 
We n UE m 5. 
SET Bd PORC D i 
— Bc 
e t 一 5. 
C4 AB PO A (5.13) 
条 件 199 G2 | K yo MER 104] « y RARR 
A-—2(5Q), B= -£2, € = F(GQYy, 
5 (5.14) 
ba, 和 一 (2 一 Q,)o sni, 
sin i 
经 过 整理 就 得 到 
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[e -« - 8] nne e 


2 sin: 


F« . (545) 


另外 ,由 于 
K = Max| 429 (x) + GG | = 14C1+ C| 


- c | Fo - 
1AB + Py — e)l? 
条 件 (59) 就 可 化 为 


NOE e) sii — (£Y 
fec B - (e) - Con 


UE - 6516) 
e am 十 (5) 


条 件 〈《5.15) 保证 O] < yo, 条 件 (5.16) 保证 准 稳 . 
对 于 一 般 银河 系 的 考 数 值 , 若 恒 星 弥 散 速 度 a ~ 30 公里 / 秒 ， 
则 有 


& 


Ki12, sni~ L, 
8 


o 


XT 9,/9 = 0.5, MH F « 027 时 即 保证 准 稳 . 
结论 的 综合 论述 


前 面 的 研究 表明 ， 基 态 流 为 超声 速 (W,, > a) 时 ,只 要 扰动 
引力 场 不 很 大 ,密度 波 的 非 线性 周期 解 是 准 稳 的 ; 即 昌 然 不 -一 定 能 
保持 严格 的 周期 性 , 但 不 会 迅速 地 发 散 。 在 [151 中 我 们 曾 得 到 ， 
基态 流 为 亚 声速 (WV, < a) 时 ,密度 波 的 非 线 性 必 期 解 是 不 稳定 
的 , 以 指数 形式 庙 乓 [16] 中 的 简单 分 析 结 果 与 这 两 个 结果 是 一 
致 的 。 这 些 结果 综合 在 一 起 ,就 构成 一 幅 完整 的 图 案 , 

在 [17] 中 我 们 详细 地 讨论 了 这 些 结果 在 解释 星系 结构 中 的 
含义 ， 在 完整 的 数学 描述 中 , 扰动 引力 是 流 场 和 空间 变量 的 某 个 
函数 ， 我 们 在 分 析 中 将 扰动 引力 假设 为 条 和 任 很 宽 的 空间 变量 的 函 
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数 ， 它 必然 包含 了 一 般 有 物理 意义 的 自治 解 , 但 同村 也 可 能 引信 
党 些 非 自治 解 , 这 会 影 易 结论 的 适用 性 。 有 必要 进一步 分 析 由 洽 
意义 下 的 稳定 性 解 的 性 质 . 

包 于 具 前 讨论 的 星系 激 波 往往 假设 抗 动 引 力 场 即 恒星 的 扰动 
TB LES , AE WEOE HU ZS [RIS E ER ,我 们 的 分 析 完 全 可 以 应 用 寺 寺 论 
这 些 非 线性 气体 激 波 的 性 质 .， 近年 来 , 非 线 性 的 气体 激流 解 的 稳 
定性 研究 引起 人们 的 很 大 重视 [171. 根据 我 们 的 结论 , 当 WY, 之 a 
时 有 稳定 的 周期 解 或 准 稳 的 周期 解 , 而 Wu a 时 解 不 稳定 。 其 
Ha JSARRAF MR, EW, < a 时 ,还 会 遇 到 不 能 光滑 地 
跨 过 声速 线 Wp HW, = a 的 奇异 性 困难 ， 将 本 文 的 结果 用 于 分 
析 由 仅 代 法 求解 自治 的 星系 激 波 解 时 中 ,可 以 得 到 当 W,, > adj, 

本 文 的 结论 指出 了 We D “时 非 线性 密度 波 解 的 准 稳 性 ， 如 
RAR L18] 的 受 代 方法 , 求 非 线性 密度 波 解 ,。 则 每 一 步 登 代 过 程 
中 解 者 是 准 稳 的 。 用 这 种 方法 , 人 们 可 能 求 出 同时 满足 运动 方程 
和 泊 松 方程 的 非 线 性 密度 波 解 . 这 类 非 线性 密度 波 解 具有 其 种 新 
近 意 义 下 的 准 秘 性 . 

文献 [15] «P ,讨论 了 丈 <a 时 非 线 性 密度 波 解 的 不 稳定 性 . 
人 们 为 了 数学 上 区 简化 ,有 时 在 给 定 外 力 下 计算 非 线 性 解 的 性 质 、 
徐 遐 生 等 人 发 现 这 类 非 线 性 解 在 计算 时 表现 出 不 稳定 性 名. Syr, 
HRR (Wood ward) 又 讨论 了 这 类 解 的 和 性质， 根据 [15] 
中 的 分 析 ， 从 理论 上 严格 证 明了 这 类 计算 中 表现 出 来 的 不 稳定 性 
的 必然 性 。 因此 , 就 有 必要 进一步 搞 清 楚 这 种 不 稳定 性 的 物理 含 
X. 它 可 能 是 由 于 未 严格 分 析 自 洽 音 义 下 的 稳定 性 , 由 假设 外 力 
条 件 而 引 人 的 非 自 洽 解 造成 ; 也 可 能 是 由 于 自治 解 本 身 造 成 的 . 
搞 清楚 这 个 问题 ,对 认识 星系 密度 波 当 然 是 很 重要 的 .在 115] 中 
我 们 指出 , 徐 逮 生 等 的 非 线性 解 中 引入 了 指数 形式 解 四 , 这 部 分 解 
可 能 是 不 委 洽 的 . 

完 爹 求解 (1.1) 一 (1.4) 见 形 成 一 个 仿 微 分 方程 散 稳 定性 问 
题 , 已 由 数值 计算 方法 解决 
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